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Un sugestivo problema, por sus a p i i c a c i o n e s , que estu- 
dia la topologia general es el denominado de extension, referi^ 
do a una aplicaciôn continua o uniformemente c o n t i n u a .- Se tra 
ta de estudiar cuâles son las hipôtesis que deben cumplir los 
espacios X e Y, y el subconj unto A de X para que dada la a p l i ­
caciôn f de A en Y, continua o uniformemente continua, esté 
asegurada la existencia de una aplicaciôn f de X en Y o de un, 
entorno U de A en Y cuando dicha aplicaciôn es continua o uni- 
formemente continua segun los casos^y f|A = f .
Las condiciones en las que una aplicaciôn continua ad- 
mite una extensiôn también continua,fueron estudiadas sobre to 
do por Tietze, J. Dugundj i y R. A r e n s .- En particular fue R. 
ARENS (1) quien d e m o s trô que cualquier subconj unto convexo y 
compacte de un espacio vectorial n o r m a d o ,es un extensor absolu 
to tanto de la clase de los espacios normales como de la clase 
de los espacios métricos o p a r a c o m p a c t o s .- Sin embargo, no 
siempre es cierto que si Y es un extensor absolute de un e s p a ­
cio métrico, lo sea también de un espacio paracompacto (2). Es 
te problema f ue estudiado por E . MICHAEL, quien demuestra. que 
si Y es un extensor absolute de un espacio métrico, una condi- 
ciôn suficiente para que también lo sea de un espacio p a r a c o m ­
pacto o normal^es que Y sea un espacio metrizable o metrizable 
separable respectivamente (3).- Por otro lado, apoyandose en 
estos teoremas y en los resultados conocidos logrados por R. 
ARENS, se obtiene la siguiente g e n e ralizac1ôn del Teorema de 
Tietze: "Sea X un espacio normal, A un subconj unto cerrado de
X, Y un espacio de Banach de dimension finita, K un subconj u n ­
to de Y cerrado acotado y convexo, y f : A K una aplicaciôn con
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tinua.- Entonces, existe una aplicaciôn f : X K continua que ex 
tiende a f".
S in embargo, la hipôtesis de que Y sea espacio de d i - 
mensiôn finita se obvia i n t r o d u c i e n d o , para demostrar dicho re 
sultado, técnicas de selecciones continuas. E. MICHAEL en 1956 
enunciô'. en que condiciones un espacio de Banach es un e x t e n ­
sor absolute de un espacio normal (4), y di o condiciones é q u i ­
valentes a la definiciôn de aplicaciôn multivoca semi-continua 
inferiormente (5) y la siguiente caracterizaciôn de espacio pa 
racompacto (6)5 "Sea X un espacio T^ y F(Y) la familia de s u b ­
conj untos de Y no vacios cerrados y c o n v e x o s .- Entonces, las 
siguientes afirmaciones son équivalentes : a) X es p a r a c o m p a c ­
to b) Si Y es un espacio de Banach, cualquier aplicaciôn 
^ : X F ( Y ) semi -con t inua inferiormente admite una se lecciôn con 
tinua” .- Tanto este resultado como la caracterizaciôn de e s p a ­
cios normales, sôlo son ciertas cuando Y es un espacio de B a ­
nach, si se supone ^ aplicaciôn multivoca semi-cont inua infe­
riormente.- En efecto, si Y es un espacio vectorial normado, 
existe un espacio X paracompacto y una aplicaciôn <) : X -► F ( Y ) se^  
micontinua inferiormente que no tiene una selecciôn continua 
(7).- Tampoco se pueden modificar las hipôtesis hechas sobre 
los conjuntos imagen de aun manteniendo Y espacio de Banach, 
pues como se demos t rô (8) existe X espacio métrico, Y espacio 
de Banach y <p una aplicaciôn de X en la familia de subconjun- 
tos abiertos y convexos de Y que es semi-continua inferiormen­
te, para lo cual no existe una selecciôn continua.- Sin e m b a r ­
go, cuando se supone <() continua en lugar de semi -con t i nua i nfe 
riormente,se obtiene que "si X es un espacio topolôgico, Y un
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espacio vectorial normado y 4> una aplicaciôn de X en la fami­
lia de subconj untos no vacios y convexos de Y que es continua, 
entonces <)> admite una selecciôn continua" (9).
Cuando X es paracompacto y (fi semi-continua inferiormen 
te, se pueden m o dificar las hipôtesis hechas sobre la familia 
de conjuntos imagen de y suponer que dicha aplicaciôn esta 
definida de X en la familia de subconj untos admisibies de Y .- 
Entonces, si Y es un espacio métrico con estructura convexa
(10), existe, una aplicaciôn f:X-»-Y continua tal que 
f(x) e conv [<Kx)l para todo xSX (11).- Este resultado mejora 
los ya obtenidos para X espacio de dimensiôn infinita, pero en 
el caso de ser X un espacio de dimensiôn finita y en p a r t i c u ­
lar de dimensiôn cero, el propio E. MICHAEL ya habia demostra- 
do teoremas mâs générales (12).- B.A. GEILER (13)^ manteniendo 
sobre X la hipôtesis de ser un espacio topolôgico de dimensiôn 
cero, rebaja las condiciones sobre Y en las que puede asegurar 
que una aplicaciôn multivoca semi-continua inferiormente a d m i ­
te una selecciôn continua, para lo que introduce el concepto 
de familia equimetrizable por medio de ll^dx en. un espacio uni_ 
forme ( Y ,'ll) (14).
El Capitule I de este trabajo demuestra en el Ejemplo 
1 que el enunciado del Teorema 1 de B.A. GEILER,no puede pres- 
cindir de la hipôtesis hecha sobre ())( x ) y de ser este un subcon 
junto completo del espacio uniforme (Y,11) para todo xSX.- En 
efecto, si X es un espacio de dimensiôn cero, existe un e s p a ­
cio uniforme (Y ,Il) y una aplicaciôn multivoca (f) de X en Y se- 
mi-ccnt inua inferiormente con {$(x )/x E X } equimetri zable unifor
memente por medio de y no completo^ para la que no
existe una selecciôn continua.- Por otro lado, en este teorema 
no se puede sustituir la hipôtesis de ser X espacio de d i m e n ­
siôn cero por ser paracompacto (15).- Si se supone X espacio 
paracompacto, para que una aplicaciôn s e m i - c o n t £nua inferior­
mente de X en la familia de subconj untos convexos y completos 
con {<()(x)/xeX} equi me tri zab ie por medio de Tt,^  admita una selec 
ciôn continua, hay que suponer Y espacio vectorial topolôgico 
localmente convexo, como propone. B.A. GEILER y se demuestra en 
la pâg. 8 (16).- Al igual que en el Teorema 3.2" de E. MICHAEL
(17)^ en este resultado tampoco se puede prescindir de la com- 
plitud, pues el Ejemplo 3 (18) demuestra que si X es un espa-
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cio paracompacto, existe () de X en 2 semi-cont inua inferior­
mente  ^ y no hay ninguna aplicaciôn f : X -► Y continua tal que 
f(x)e^(x) para todo xGX.-
5e trata de estudiar a q u i , si en teoremas como los 
enunciados por J. Dugundji o R. Arens, se puede obtener que la 
aplicaciôn f que extiende a f sea uniformemente continua, al 
sustituir la i'ipôtesis de ser f continua por uni f ormemente con 
tinua.- M. KATETOV y J, ISBELL (19) dan condiciones en las que 
una aplicaciôn f uniformemente continua admite una extensiôn 
que es uniformemente cont i n u a . - También R.L. ELI.IS obtuvo aigu 
nos resultados particulares para espacios de dimension cero o 
espacios uniformes no a r q u i m e d i a n o s .- G. VIDOSSfCH (20) e n u n ­
ciô condiciones générales para resolver este problema*- Si X 
es un espacio uniforme de dimensiôn finita y f una aplicaciôn 
uniformemente continua de un subconj un to A de X coh valores 
en la bola unidad cerrada B de un espacio de Banach, existe
r : X B uni formemente continua tal que f|A=f.- G. VIDOSSICH se 
b a s ô , para la d e m o s tracion de este resultado, en la aproxima- 
ciôn de una aplicaciôn uniformemente continua por una familia 
de aplicaciones equiuniformemente continuas,y no en la existen 
cia de una selecciôn uni f ormemente continua para (p .-
J. LINDENSTRAUSS propone el empleo de selecciones uni- 
formemente continuas para el estudio de la extensiôn de una 
aplicaciôn uniformemente continua, pareciendo lôgico pensar.al 
menos en principio, que este problema se puede resolver a b r a ­
vés del estudio de la existencia de selecciones uniformemente 
continuas para aplicaciones multivocas semi-uniformemente
continuas inferiormente o c-semi-uniformemente continua infe­
riormente.- N. NEPOMNJASCII ha estudiado también esta cues- 
tiôn, a través de la existencia de selecciones uni f ormemen te 
continuas para una aplicaciôn multivoca uniformemente continua.
Si ( X ,1l) es un espacio uniforme, A un subcon,junto cua^ 
quiera de X, Y un espacio de Banach y f:A Y una aplicaciôn 
uniformemente c o n t i n u a .- Para que no exista una aplicaciôn 
f : X Y uni f ormemente continua tal que f|A=f, es necesario que 
X sea un espacio de dimensiôn infinita como demuestra N. N E ­
POMNJASCII (21). Es asi como responde, en parte, a la pregunta 
que ya J. ISABELL habia planteado de cuâles eran las c o n d i c i o ­
nes en las que un espacio de Banach es un extensor absoluto 
uniforme.- En ese trabajo NEPOMNJASCII (22) enunciô un teorema 
de extensiôn uniforme demostrando que "cualquier subconjunto S 
cerrado convexo y acotado de un espacio de Banach Y, es un e x ­
tensor absoluto uniforme de la clase de los espacios uniformes 
de dimensiôn finita", no siendo en general un extensor absolu-
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to uniforme de la clase de los espacios de dimensiôn infinita
(23).-
E1 problema que planteo, es determinar si existe una
categoria de espacios uniformes que contenga a la de espacios
uniformes de dimensiôn finita, para la que sea posible enun-
ciar condiciones en las que un subconj unto S de Y sea un exten
sor absoluto uniforme de estos espacios.- Dicha categoria es
la de los espacios uniformes debiImente de dimensiôn finita.-
Es évidente, que esta categoria contiens a la de espacios uni^
formes de dimensiôn finita, pero ambas son distintas, pues
existen espacios que son debiImente de dimensiôn finita pero
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no lo son de dimensiôn finita, como por ejemplo R .- En efec­
to, J. FONTANILLAS (24) demuestra que la bola unidad B de un 
espacio de Banach Y, es un extensor absoluto uni forme de la 
clase de los espacios uniformes debiImente de dimensiôn finita 
y en particular de los de dimensiôn finita.- Este resultado lo 
demuestra, introduciendo el concepto de aplicaciôn multivoca 
de X en B semi-uniformemente continua inferiormente (25); como 
c o n s ecuencia de ser la aplicaciôn multivoca (p de X en B d e f i ­
nida por (j)(a) = ({f(a)} si aeA semi -uni fermement e conti-
f B si a^A
nua inferiormente, cuando f : A -*■ B es uni formemente continua,y 
A un subconj unto cualquiera de un espacio X debiImente de d i ­
mensiôn finita,y existir para esta aplicaciôn (p una selecciôn 
uniformemente continua (26).
En el Capitule II de esta tesis, se enuncian condicio 
nés en las que un subcon j unto S de un espacio Y no necesaria- 
mente de Banach, es un extensor absoluto uniforme de un espa-
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cio uniforme debiImente de dimension finita.- En el Teorema 5, |
f
§4, se demuestra que un subconj unto S cerrado acotado convexo
f
completo y metrizable de un espacio vectorial topolôgico loca^ ^
mente convexo,es un extensor absoluto uniforme de la clase de S
los espacios uniformes debiImente de dimensiôn finita^y por 
tanto de los de dimensiôn finita.- Para demostrar este résulta i
do, hemos g e n e r a l izado el concepto de aplicaciôn multivoca se- ;
mi-uniformemente continua inferiormente, dando una definiciôn |
de aplicaciôn multivoca de X en Y semi-uniformemente continua '
inferiormente cuando . ( Y es un espacio uniforme,y de aplica- !
ciôn c-semi -uni formemente continua inferiormente cuando ( Y ,11) 
es un espacio vectorial topolôgico localmente convexo.-
A d e m à s , queda demostrado en la proposiciôn 13 § 3 que
Y
si (j):X-*-2 es uni formemente continua (27), es semi-uni forme­
mente continua inferiormente, y por la proposiciôn 10 - § 3 se 
tiene que si (Y,11) es espacio vectorial topolôgico localmente 
convexo, también <j) es c-semi-uniformemente continua inferior­
mente.- Por otro lado, si (Y,ll) = (R,ll ), f : X-v R una aplicaciôn
R  ^  ‘
y (J):X-v2 definida por ((>( x ) = [ f ( x ),-*-), como una condiciôn nece-
saria y suficiente para que (p sea uni formemente continua es 
que f sea uniformemente continua [proposiciôn 5, §3) , se tiene 
que (p es semi-uni f ormemen te continua inferiormente y en p a r t i ­
cular c-semi-uniformemente continua inferiormente siempre que 
f sea uniformemente continua.- Sin embargo, para que esta apl^ 
caciôn multivoca <j) sea c-semi -uni f o rmemen te cont i nua [pferior- 
mente no es condiciôn necesaria, aunque si suficiente, que f |
sea uni f orm'=*men te continua como lo pruebla el ejemplo 3 53.-
En la proposiciôn 12 del parâgrafo 3 demostramos que una cond^ h
ciôn suf 1 ciep 1 e , iiiâs debil, par'a que la api icaciôq (nuL[|voca (
' , ■  ^ }
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4>( X ) = [ f ( X ) , "■ ) sea c- s e m i -uni formemente continua, es que f sea 
debilmente uniformemente continua. ( Definiciôn 11 § 3) .
En el enunciado de los Teoremas 3 y 5 del parâgrafo 4, 
suponemos ( Y ,11) espacio vectorial topolôgico localmente c o nve­
xo no necesar lamente metrizable.- Para omitir ( Y ,Tl) espacio me 
trizable, hemos introducido la definiciôn de familia equimetri 
zable uni f ormemente por medio de - Es cLaro que si ( Y ,1l)
es un espacio metrizable, cualquier fami 1 ia TlCp(Y ) es equime- 
trizable uni formemente por medio de 'U.^ =1l. - A d e m â s , si H  es 
equimetri zable uni formemente por medio de , Tl es equimetriza 
ble por medio de . - Sin embargo, existen fami lias H  equime-
trizables uni f ormemen te por medio de 11 en espacios no metrlza
o —
bles taies que U A tampoco es metrizable ( Ejemplo 1 §2], y
Aéll
existen f ami 1 i as Ti equimet ri zables por medio de y  no equime 
t ri zab les unif ormemente por medio de ll^ (Ejemplo 2 §2]
Si es un espacio uniforme debilmente de d i m e n ­
siôn finita, (Y,11) (28) espacio vectorial topolôgico localmen­
te convexo, A un subconj unto de X y f : A S una aplicaciôn uni- 
f ormemen te continua . - La aplicaciôn (j) : x 2 ( ( f ( a ) } si a€ A
x-*-(()(x)=| S si a?A 
es c-semi-uniformemente continua inferiormente, [Lema 4 § 4],
aunque no necesariamente semi-uniformemente continua inferior­
mente (Ejemplo 3 §3] ni uni f ormemen te continua [Ejemplo 1 § 4l .
Entonces, si 5 es metrizable, como {.})(x)/xeX} es equimetri za­
ble por medio de Tl , se tiene que un subconj un to convexo c o m ­
pleto acotado cerrado y metrizable S de ( Y ,Tu) espacio v e c t o ­
rial topolôgico localmente convexo, es un extensor absoluto 
uni forme de la clase de los espacios uni formes debilmente de
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dimensiôn finita y en particular de la de dimensiôn finita.
Por tanto, si S es un subconj unto metrizable de un es­
pacio vectorial topolôgico localmente convexo ( Y ,1l) , el proble 
ma de existencia de una selecciôn uniformemente continua para 
una aplicaciôn multivoca <}) c-semi-uniformemente continua infe­
riormente, es el correspondiente al de extensiôn de una aplica 
ciôn 'uniformemen’te continua f definida de un subconj unto c u a l ­
quiera A de X en S , cuando (X,"V») es un espacio uniforme d e b i l ­
mente de dimensiôn finita.
La re s t ricciôn impuesta sobre S de ser un subconj unto 
acotado, es necesaria como lo prueba el ejemplo 2 del §4.- Ob- 
servemos que N. NEPOMNJASCII, aunque supone <j> unif ormemente 
continua y por tanto semi-uniformemente continua, también hace 
la hipôtesis de ser acotado dicho subconj unto (29).
E. MICHAEL (30) demuestra que un espacio Y métrico corn 
pleto es un extensor absoluto de la clase de los espacios topo 
lôgicos de dimensiôn cero.- Si (Y,Tl) es un espacio uniforme me 
trizable y completo, entonces, N, NEPOMNJASCII (31) prueba que 
es un extensor absoluto uniforme de la clase de los espacios 
uni formes de dimensiôn cero.- En el Teorema 3 del Capitulo III 
de este trabajo, se demuestra este resultado sustituyendo (p 
unif ormemente continua por (> semi-uni formemente continua infe­
riormente. Ahora bien, si ( X ,1A) es un espacio uniforme de d i ­
mensiôn cero, al igual que en el Teorema obtenido por B.A. GE_I 
LER, es suficiente suponer ( Y ,TL) espacio uniforme no necesaria
Y
mente metrizable y <p:X-*-2 con {(j) ( x ) / xGX } equime t ri zab le uni- 
formemente por medio de Tl cllyy 4Tx) completo para todo x, para
que una aplicaciôn <j> semi-uni formemente continua inferiormente 
(en particular uniformemente continua) tenga una selecciôn un^ 
formemente continua [ Teorema 4) . Por otro lado, si ( Y ,ll) es un 
espacio uniforme metrizable, (j> semi-uni formemente continua in­
feriormente ,y (^ ( X ) es un subconj unto completo de X, existe 
f : X Y uni f ormemente continua tal que f ( x ) Eij) ( x ) para todo 
xGX (corolario 1 - Teorema 4J.
Por ultimo, el Ejemplo 1 prueba que no se puede susti­
tuir en estos enunciados el ser ( X ,1A) espacio uniforme de d i ­
mensiôn cero,por X espacio topolôgico de dimensiôn cero.
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a) X es un espacio paracompacto y .
b) Toda aplicaciôn () de X en la familia de sub­
conj untos no vacios cerrados y convexos de un 
espacio de Banach Y que es semicontinua in f e ­
riormente, admite una selecciôn continua.
En esta caracterizaciôn de espacios paracompactos, la h i p ô ­
tesis de ser Y espacio completo no se puede suprirnir (1).- Se 
pueden debilitar esta hipôtesis y las condiciones impuestas s o ­
bre c{)(x) para todo x€X, si X es un espacio perfectamente de d i ­
mensiôn cero (2).- En este caso, basta suponer Y espacio métrico 
completo para ob tener el teorema demostrado por E. MICHAEL en SE 
LECTED SELECTION THEOREMS (3)
"Sea X un espacio de dimensiôn cero e Y un e s p a ­
cio métrico c o m p l e t o .- Entonces, cualquier apl^ 
/ caciôn ^ de X en la familia de subconjuntos no
/ vacios y cerrados de que sea semicont inua infe-
/ riormente, admite una selecciôn' continua'.'
COROLARIO
Sea G un grupo topolôgico metrizable completo,
H un subgrupo de G tal que G/H es un grupo per-
fectamente de dimension cero y <j):G/H -*• 2*^
1 . T .
la
Hac i -5 
en 1970 B.
aplicaciôn definida por <(i(x) = u < x ) (4), con
f(x) cerrado para todo x . - Entonces, <|) admite 
una selecciôn continua.
ido la hipôtesis de ser X espacio de dimensiôn cero,
A. GEILER en "ON CONTINUOUS SELECTIONS IN UNIFORM S P A ­
CES" demuestra un teorema de ex tensi ôn de aplicaciones continuas
Lit i. 1 i zando tecnicas de selecciones continuas, sustituyendo la hj^  
potesis de ser Y espacio metrico complete per ser V uniforme y 
la familia {({i(x)/xeX} equimetr i zabl j por medio d e , dando la si^  
gulente definicion de familia equimetrizable por medio de H  .
Definicion 4
Sea ( Yj'U) espacio uniforme separable y {U^/n€N} una suce- 
siôn de elementos de que son base de una est ructura u n i ­
forme menos fina que 11. - Se dice que una parte de H  de 
P(Y) es equimetri zable por medio de , si para todo U




®  Si Y es un espacio metrizable, , cualquier parte H  de P(Y)
es una familia equimetri zable por medio de '^ 1^  = '^
Con este concepto B.A. GEILER demuestra el siguiente teore
"Sean X e Y espacios topologicos, E espacio 
uniforme,y TX un subconjunto de la familia de 
subconj untos no vacios y complètes de E , 
equimetrizable por medio de 1 ^ ^ -  Supuesto 
que el siguiente diagrama es conmutativo
î »TJL
donde h es continua, i la inclusion, <l> y ? 
aplicaciones semicontinuas inferiormente y E^ 
el espacio detepininado por . - Enfonces , si 
Y es un espacio perfectamente de dimension ce
ro , existen f : X -*■ E y g : Y ^ E ^  aplicaciones con 
tinuas que hacen el siguiente diagrama conmu 
tativo
f
X ------------ ► E
h 1
y tales que para todo xSx y todo yGY se ver^ 
fica que f(x)G^(x) y g ( y ) G$( y ) . -
COROLARIO
Sea G un grupo topolôgico, H un subgrupo me-
trizable de G tal que G/H es un espacio per-
fectamente de dimension cerOy y $ : G / H ^ 2 ^  tal 
que ij)(x)=u~^x) es un subconjunto cornpleto pà 
ra todo x GG/H.- Entonces, <(»admite una selec 
ciôn c o n t i n u a . -
Al igual que en el Teorema 3.2"[23] enunciado por E. M I ­
CHAEL no se puede rebajar que Y sea complete, en este caso tam- 
poco se puede prescindir de la hipôtesis de ser (> {x ) un s ubcon­
junto cornpleto para todo x E X .- Si X es un espacio perfectamente 
de dimensiôn cero, existen un espacio uniforme E y una aplica-
cion multivoca semicontinua inferiormente^que no admite una
selecciôn como lo demuestra este ejemplo.
Ejemplo 1
Sean X el intervalo semiabierto [0,1) y
B= {[a,b) / 0 $ a < b ^ ^ l }  una base de la topolo
gia^cuyos elementos son abiertos y cerrados. 
Entonces, existen un espacio uniforme E y 
una aplicaciôn multivoca semicontinua infe-
riorinente (j) definida de X en la familia de 
subconju n tos no vacios de E, para la cual no 
existe una selecciôn continua.-
Supongamos que A es el subconjunto de X cuyos elementos 
son todos de numéros racionales ordenados como una sucesion
z .......   E es el espacio vectorial de las funciones y de
A en que pertenecen a l^(A),y ademas y(x)/0 solo para un nume 
ro finito de elementos xGA, y C un subconjunto de E cuyos e l e ­
mentos son funciones que toman valores mayores o iguales que ce 
ro en todos los puntos x de A.- Es decir
E={y:A-*-R/ 1, y N = I|y(x)| e y(x)/0 solo para un numéro f i ni -
xGA
to de xEA }
C= {y€E/y(x) para todo x S A }
Definimos una aplicaciôn (j> del conjunto X en la familia de 
subconj untos no vacios de E como sigue
I C si xGX - A
<i>( X ) = I
I C n {y/ y(z^) > ^ } Si
La aplicaciôn ^asi definida, es semicontinua inf e r iormente 
ya que para todo xEX, y e<j)( x ) y e>0, existe un entorno U 
de x^ tal que para todo x'EU* existe una funciôn y ’e(f>(x') verify 
cando que 9y-y'» < e - -  fE,MICHAEL - CONTINUOUS SELECTIONS I. Pro 
pos iciôn 2.1)
En efecto, para todo xG X , x pertenece a A o bveii ;< es un 
elemento irracional de X.- Entopces
a) Si x E A , existe un elemepro % eA tal que x = ^ y  por tan- 
to (|)( x ) = ({il ) = {yGc/y ( z^ ! > ^ }
Sean yG(j,(x), e > 0  y U un entoi'no de z en X tal que pa
Z  n j -
ra todo x 'g U ’'OA, x' es un elemento z con - <t 6 x' = z .
m m  n
As£, para todo x 'EU ^  se verifica que x ’Sij^'^'nA 6 
X ' e u ^ n ( x - A ) . -  Si x ’su^*^ n U - A  ),como (j)(x')=C y #(x) c c, 
es trivial que existe un y'E(j)(x') con I y-y'U <e , pues 
basta tomar y'-y. Por el contrario, si x 'E U^"^ A , x ' s e ­
ra igual a un 6 x ' = - Si x'=z^> elegimos un y ' défi
nido por:
y (X ) si x/z
y ’(x)=
, , 1 
y(x) + —  SX x=z
que evidentemente pertenece a ^ (z ^ ),y verifica la condi- 
cion Ky-y'll <e . - S i  x'=z^, como <j) ( x ) = <{)( x ') , se toma
y ' =y •
b) Si x<^, para yE(j)(x)=C y G>0,existe un entorno U^ de x en
X tal que para todo x 'EU A A , x ' es un elemento z con 
1 X
— <e .- Entonces, para todo x 'SU  ^si x ' es un elemento 
racional ( x ' = Zm ) , podemos elegir un y'E<j)(x') de man era 
analogs al apartado a )^verificando que Wy'-yM < e . Si 
x ' ^ ^ n ( X - A ) ,  como <{)( X )=())( x ') =C , es évidente que existe 
un y ' E ())( X ’ ) ( y ' =y ) ver i f i cando que (y'-y H <e .
Por tanto, esta aplicaciôn <{( es semicontinua infer iormente  ^
y para todo xEX se verifica que <j)(x)/0.- S in embargo, el subcon­
junto #(x) no es cornpleto para todo x E X , ya que el conjunto C no 
lo es .
En efecto, sea M el subconjunto de X cuyos elementos son
1
los numéros racionales de la forma x^= para todo nSN y 




g 1 si x=x^ i = 1 , 2 . . .n
O resto
La funciôn limite de esta sucesiôn de funciones es una fun 
ciôn distinta de cero en un numéro no finito de puntos xSA^y 
por tanto no pertenece a C.- Luego el conjunto C no es complete.
Supongamos que la aplicaciôn (j) antes definida admite una
selecciôn, es decir, que existe una ampliaciôn continua f : X -► E
tal que para todo xeX f (x) Sc()(x) . - Esta apliaciôn sera conti-
z
nua en cada SA,y para cada z^ existe un entorno U =[ , 4^-<S)CX
^ n
tàl que para todo x e U  se verifica que f(x) (z ) > 0.- Sea
n
Zn
U = (z ,a ] con 2 < a f _ + 6.- Por inducciôn construimos una
* n n n n %n
k *n .
sucesiôn de numéros naturales {n, } taies que % E U a ^ f-
k ï "k.i 1=1 '■
C  u Entonces, como existe un punto x E
i = 1 iSN
z
X sera un elemento que pertenece a U para todo k y por tan­
to f(x ) (z ) >0 para todo k , lo cual es imposible.
Asi , para esta aplicaciôn (J> semicontinua i nfer iormen te no, 
existe una selecciôn continua. O
A d e m a s , en el teorema d e m o s trado por B.A. GEILER ( l^J , no 
se puede sustituir la hipôtesis de ser X espacio per f e e tamente 
de dimensiôn por ser un espacio p a r a c o m p a c t o ,manteniendo las de 
mas hipôtesis del teorema.- El ejemplo 6.1-pag. 374-enunciado 
por E. MICHAEL en CONTINUOUS SELECTIONS-I asi lo d e m u e s t r a .-
E.jemplo 2
Sea X el intervalo uni dad [0,1] Entonces, 
existen un espacio uniforme E y una aplica- 
cacion multivoca semicontinua inferiormen- 
te definida de X en 2 ' con 4>(x) no vacio y
complete para todo xEX y la familia {<t>(x)}
e q u i m e t r i z a b l e , la cual no admite una selec­
ciôn. continua.
Basta Buponer el espacio E de pares de numéros refiles, S es 
una funciôn definida por 5(x)=Sen^ si x€R-{o] y A un subconjun­
to de E que consiste en el grafo de la funciôn S uniôn con el in 
tervalo cerrado {0} x [-1,1].
A = Grafo ( S ) u { ( 0 , x )  / -1 <: x ^  1 }
La aplicaciôn 4> definida de X en 2 por
({•(x) ^ {(y,z)EA / ” X < ^ y ^ x )
es semicontinua inf e r i o r m e n t e . A d e m â s , la familia {ô(x)) es
equimetrizable y ^dx) es un subconjunto complète para todo xEX^ 
pero no existe una aplicaciôn f : X ->• E continua tal que f(x)E(j)(x) 
para todo x E X . ^
Si X es un espacio p a r a c o m p a c t o , se obtiens un resultado 
analogo modi f icando las condiciones sobre el espacio E y sobre 
la familia de subconj un tos imagen de como sigue (5) :
"Sea X un espacio paracompacto, E un espacio 
vectorial topolôgico iocalmente convexo,
C(E) la familia de subconjuntos no vacios 
conexos y complètes de E ^ y ([) de X en C( E ) 
una aplicaciôn semicontinua inferiormente.
Entonces, si es una familia equirne
trizable por medio de 'U> , existe una selec-
o
ciôn f para () .
Demostraciôn
Como E es un espacio vectorial topolôgico Iocalmente conve
x o , para todo n existen entorno simétrico, abierto y convexo
de cero y U = {(x,y) E ExE/x-ySV } taies que V +V C V y por
n n n + l n + i n
tanto U , C U y U . C q ; siendo {ü } base de la uniformi- 
n-fl n n + 1 n n
dad ^  
o
La familia {(j)(x)/x£X} de subconj untcs de E es por h i p ô t e ­
sis equimetrizable por medio de , por tanto, para todo U E Tx.
existe un U E u verificàndose que para todo xEX 
n o
[*(x) X 4>(x)] n e u
Por ser X espacio paracompacto, <j> una aplicaciôn semicon t_i 
nua inf eriormente definida de X en ç(E)^y = U^ [ O) un e n tor­
no convexo de cero, existe una aplicaciôn continua f^;X->E que 
es una V ^ -aproximac i ôn de (Ji [E. Michael -Continuous Selections 
I-Lema 4-1, pàg. 368) Es decir, para todo x EX se verifica que
(f (x) + v^) n *(x) X 0
Definimos una aplicaciôn multivoca (p^ de X en 2 por
(j)^ (x) = (f^(x) + V^) A (}»(x) para todo x ^ X
que es semicontinua infe riormente [ E. Michael- Continuous Selec 
tions I - Proposiciôn 2-5, pâg. 9 6 6 | •- Como V^^U^ )0I es un e n ­
torno convexo de cero, existe una aplicaciôn continua X E 
que es una V^- 
para todo xeX
-aproximaciôn para ^^,y por tanto se verifica que
10
Supongamos construîdas las i=t...n aplicaciones conti­
nuas definidas de X en E que son V^-aproximaciones para
<j>. i = l...n, si endo V.=U [O] i -1. . . n entorno convexo de cero,
1 :l 1
( f . (x) + V. ) n ô ( X ) / 0 y <1>. (x ) = ( f , ( x) 4 V. ) Oi () (j^)
1 - 1  1- 1  L-1 1 1- 1  1- 1  1-1
para todo x EX e i = l...n.~ Entonces, podemos définir la a plica­
ciôn ô , de X en 2 por
04-1
6 , (x) = (f (x) 4- V )A(j) (x) para todo xEX
^n + l n n n '
que es semicontinua i n f e r i o r m e n t e .
Asi, hemos obtenido una sucesiôn } ( ô , = <t>) de aplica-
n n€N 1 ^
clones semi con tinuas inferiormente definidas de X en 2"^ verifi- 
cando que
1) C (f) (x) para todo xEX y todo n
2 ) [ è ( X ) X é ( x )] C U para todo xEX y todo n > 1 - -
n4-l 0 4-1 n-1
En efecto, por la definiciôn de tenemos que para todo xEx
y todo n > 1 [(}) (x) x <|» ,(x)J =[(f (x)iV ) a 4> (x )] x
04-1 n-t-J. n n n
X ((f (x) 4- V ) n () (x)] y como
((f (x)+v ) n ({> (x)]x f(f (x)4-V )ri(J) (x)lC[^ (x)x^ (x)j n u
n n n n n n ■ n n n-1
porque si (y ,y ' ) ^ ( ( f (x)+V ) n a (x )| x [ ( f (x ) 4-V ) A a ( x )| ,
n n ^n n n ^ n
y e y ' pertenecen a ( x ) + y a ( x ) e y-y ' E ^.pues
y-y ' = y - f ( x ) - 4 f ( x ) - y ' E V  4-V C V  , y por tanto
n n n n n — 1
( y , y ’ ) E ( (j)^ ( X ) X <J)^ (x)j n U^ obtenemos que
rd) , ( X ) X(b ,(x)1 C [ * (x) x ({) ( x )) A U  , ^ U para todo
l n^-t-l ^ni-1 ’ ^n n n-1 n-1
x EX y todo n >1 .
3) {({) (x) / nSN} es una base de flltro de Cauchy en 1>( x )
11
pa r'a todo xEC^por la ser la familia {(j>(x)/xEX} equimetrizable 
por medio de •
4) Como (p(x) para todo xEX es un subconjunto complete de E,
existe f ( x ) E l i m  (x)} para todo xgX . 
n n
5) f es una aplicaciôn continua^ porque la base de filtro 
de Cauchy (<p ( x ) / n ^ }  converge uniformemente a f(x).
6) Para todo xEX f(x) € (J>( x ) ; pues como para todo xeX y to
do n , 4> ( X ) / 0 y é (x) c  4>(x) , existe una sucesiôn {x } de 
n n n ne N
elementos de <p(x) con G ( x ) que converge a f(x).- Entonces,
para todo xeX tenemos que f(x) e4>(x) pues (J) ( x ) es un subconjun-
□
to cerrado para todo xEX.
Es évidente que no se puede prescindir en el teorema a n t e ­
rior de la condiciôn de ser ({)( x ) uh subconjunto convexo para to 
do xEX como lo demuestr.i el ejemplo 2-pâg. 8 El ejemplo 6-3, 
pâg. 374 - E , MICHAEL, Continuous Selections I, (6) demuestra 
que tampoco se puede omitir en dicho enunciado el que <j> ( x ) sea 
un subconjunto cornpleto de E para todo x e X .
Ejemplo 3
Sea X el intervalo unidad [ 0, il . Entonces, 
existen un espacio vectorial topolôgico lo- 
calmente convexo y una aplicaciôn multivoca 
<l> de X en la familia de subconj untos no v a ­
cios y convexes de E semicontinua I n f e r i o r ­
mente con (i|)( X )/xe.X} equimetrizable por m e ­




Si A es el subconjunto de los numéros racionales de (0,1] 
ordenados como una sucesiôn, existen E espacio vectorial topolô 
gico Iocalmente convexo E-{y:A->- R/ Il y I < « e y(x) / 0 sôlo p a ­
ra un numéro finito de elemento x de A} y una aplicaciôn se m i ­
continua inf eriormente definida por
i (yEE / y(x) ^ O para todo x e A } si xEX-A{yEE / y ( X  ) O V x E A y  ademâs y( z ) > —  } si x = Zn ' n n
veri f icàndose que la familia {r()(x)/xEX} es equimetrizable, ô(x) 
un subconjunto convexo para todo x E X , pero no existe una api ica 
ciôn continua f : X + E tal que para todo xEX, f ( x )E ô (x ). O
(1) La hipôtesis de ser Y espacio de Banach se puede sustituir 
por ser Y espacio de Frechet, pero no se puede omitir la 
condiciôn de ser Y espacio complète.
(2) Un espacio topolôgico (X,T) es un espacio de dimensiôn c e ­
ro , si tiene una base de conjuntos abiertos y c e r r a d o s . L Un 
espacio topolôgico (X,T) es un espacio pe rf ec tamen te de d i ­
mensiôn cero si todo recubrimiento abierto de X tiene un re 
finamiento abierto de elementos disjuntos dos a dos.
Tanto E. MICHAEL como T. PARTHASARATHY enuncian el teor’ema 
suponiendo X espacio paracompacto y cero dimensional en lu- 
gar de la notaciôn de perfectamente cero dimensional.- A.R. 
PEARS. Proposiciôn 1.14-pâg. 2 17.
(3) Este teorema esté recogido por T. PARTHASARATHY en S E L E C ­
TION THEOREMS AND THEIR A P L I C A T I O N S -CONTINUOUS 5ELECTI0N- 
T eorema 1.2.
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(4) 'Hx)= u (x) es 1 . s .c . E . MICHAEL [23]
y T. PARTHASARATHY
(5) Este resultado lo enuncia B.A. GEILER y lo recoge FAKHOURY 
en la P R 0 P 0 S I C I 0 N - 2 .





SELECCIONES UNIFORMEMENTE CONTINUAS EN ESPACIOS UNIFORMES DË- 
BILMENTE DE DIMENSION FINITA
§ 1 - Conceptos y resultados conocidos
Definicion 1
Sea ( X ,1T) un espacio uniforme.- Un recubrimiento 
{U^ja S A }  de X es un recubrimiento uniforme de X en ( X , IT), 
si existe un U 6"V^ veri f icando que {U[x]/xEX) (1) es in re- 
finamiento de {U^^laEA}, es decir, si existe un U E tal 
que para todo xSX existe a E A con U[xJCq
Si {U^jaEA} es un recubrimiento uniforme de ( X fV) , 
cualquier ref inamiento uni forme (UglSEB) de él es también 
un recubrimiento uniforme de ( X ,'T/’) .
De entre los recubrimientos uni formes de ( X ,'V) , se 
consideran solo los de dimensiôn finita que permiten dar 
las definiclones de espacio uniforme de dimensiôn finita 
y espacio uniforme débilmente de dimensiôn finita, con c e p ­
tos que juegan un papel importante en este capitulo.
Def inic i ôn 2
Sea (X,"V*) un espacio uniforme.- Se dice que un recu­
brimiento uniforme {u^|a E A } de ( X jb/») es de dimensiôn fini­
ta n , si n es el mayor entero para el que existe un
subconjunto M de A, con n +1 elementos taies que e s no
a eM
v a c x o .
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Definicion 3 (2)
Sea {X,"V>) un espacio uniforme.- Se dice que ( X ,'V’) es 
un espacio uniforme de dimension finita n, si cualquier re 
cubrimiento uniforme de ( X ,!/>) tiene un ref inamiento uni f or 
me de dimension finita n.
Definicion 4
Sea (X.'V’) un espacio uni forme . - Se dice que ( X ,'V) es 
un espacio uniforme débilmente de dimensiôn finita, si 
cualquier recubrimiento uniforme de ( X tiene un ref ina­
miento uniforme de dimensiôn finita.
®  Si un espacio es compacto o de dimensiôn finita, es 
también débilmente de dimensiôn finita.- S i n embargo, exis 
ten espacios débilmente de dimensiôn finita que no son corn 
pactos ni de dimensiôn finita, como lo prueba el hecho de 
pertenecer el espacio a la catégorie de los espacios dé 
bilmente de dimensiôn f ini ta ^ y no ser un elemento de las 
categorias de espacios compactos o espacios de dimensiôn 
finita.
Definicion 5
Sean ( X ,1T) e ( Y  ,ll) espacios uni formes . - Se dice que
la familia de aplicaciones { f ^ : X Y/ ^  E A ] es equ i uni f or m e -
mente continua, si para todo UE),! existe VÇ3P tal que para
todo a EA se verifica que ( f x i ' ) { v ) c u .
a a
Définiciôn 6
Sea ( X , lA) un espac i o i ; ■ . f orme . - En t onces , ''uuj.quier 
recubrimi ento uniforme { g  ^E A } de ( X ,3/’) , ti*='|.u una par t
16
cion (p ^ / o e A) equiuniformemente continua subor dinada a el. 
Proposicion 7
Sea (X,"V>) un espacio uniforme, { U ^ / a e  A) un recubri­
miento uniforme de ( X ,1/^) y { p ^ / a E A )  una participacion de 
la unidad equiuniformemente continua subordinada a 
(U ^  a E A - Entonces , si ( v ® / 6 E B ( a )  y a E A } e s  un ref ina­
miento de e A } tal que para todo a E A V g.
Be B( a)
existe una part ici on de la unidad equiuni fo rmemen te c o n t i ­
nua { p g/BEB(a ) y a e A }. subordinada a t V g / 6 E B ( a )  y a E  A) 
verificando que, p (x)= ^ p (x) para todo xEX y todo
« S A .  “ ® o
La definicion de aplicaciôn multivoca s emiuniformemen 
te continua inferiormente definida de X en 2*", cuando 
{X,'V) es un espacio uniforme y E la bola unidad de un espa 
cio de Banach, fue dada por J. Fontanillas en "UN TEOREMA 
DE SELECCIONES CONTINUAS" como sigue:
Definicion 8
Sea ( X un espacio uniforme, E la bola unidad de un 
espacio de Banach, (j> una aplicaciôn multivoca de X en E,
{U / a E A} un recubrimiento uniforme de (X|V^) e ( y a E A ) 
un subconjunto de E.- Se dice que ti^a’^ ct^aEA una r-se- 
leccion uni forme para (Jj (rgR ), si para todo a E  A 
y para todo xeU^^se verifica que (p ( k ) AB^(y^)/0.
Definicion 9
Sea (K,~\P) un espacio uniforme, E la bola unidad de un 
espacio de Banach, ,j) una aplicaciôn multivoca de X en E . r
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y tel e m e n t o s  de una r-seleccion uniforme pa
ra (f) ,y {U"^,y'} una t-selecciôn uniforme para ô . - Se
/ P  P  P E  B
dice que esta t-seïecciôn uniforme para esta subordinada 
a la r-selecciôn uniforme {U
a
ciôn {B(a)/a e A} de g tal que
(u ,y } . , si existe una parti-
 et a E A
i ) fu ^  / 0 E B }  es un ref inamiento de { U ^ a e  A} tal
que para todo a E A se verifica que U = U ’g .
® 6EB,(a)
i i ) El subconjunto {y' /g E B } de puntos de E debe
B ^
de verificar que y ^  E B ^ ( y ^ )  para todo a E A y todo 6EB(a) 
Definicion 10
Sea ( X , un espacio uniforme, E la bola unidad de un 
espacio de Banach y <{> una aplicaciôn multivoca de X en E . 
Se dice que <j> es semi - uni fo rmemen te continua inferiormente 
si
i) Para todo n, existe una — - -selecciôn uniforme
2 "
para (j>.
ii) Si {U ,y } es una — ^-selecciôn uniforme pa-
a a a E A 2 "
ra ÿ , existe una — — --selecciôn uniforme para (p subordinada
a {U y }
a'^a ctEA
Proposiciôn 11
Sea (X , un espacio uniforme debilmente de dimensiôn
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finita, t(E) la familia de subconj untos no vacios, cerr'a- 
dos y convexos de la bola unidad E^y () una aplicaciôn m u l ­
tivoca de X en E.- Entonces, si para todo r > 0  el subcon­
junto U de X X X de f inido por
V i e  <j>(x) " Ô(x' )n B^(l) / 0
U ={(x,x')€X x X / y
" Ô(x) n B^ { 1 ' ) / 0
es un elemento de TX, la aplicaciôn $ es semi-uniformemente 
continua inferiormente.
Definicion 12
Sean ( X , IP) e ( Y ,'U,) espacios uniformes y t}) una a p l i c a ­
ciôn multivoca de X en Y.- Una selecciôn uniformemente con
tinua para <j),es una aplicaciôn uniformemente continua 
f:(X,"V*) -►(Y,11.) tal que f(x)e(j)(x) para todo x E X .
Definicion 13
Sean ( X ,17") e ( Y ,11') espacios uniformes, A un subconj un
to de X y f : ( A , ) -‘•(Y,11) una aplicaciôn uniformemente
c o n t i n u a .- Se dice que Y es un extensor uniforme absoluto 
de X, si existe una aplicaciôn f : ( X ,'V) -^ ( Y ,tl) que extiende 
a f*. —
La bola unidad E de un espacio de Banach Y, es un e x ­
tensor uniforme absoluto de la clase de los espacios uni­




Sea ( X ,1R) un espacio uniforme debilmente de dimensiôn 
finita.-
i) Si ô : X -► T( E ) es una aplicaciôn semi-uni formemente 
continua inferiormente, admite una selecciôn uniformemente 
c o n t i n u a .
ii) Sea A un subconjunto de X, f una aplicaciôn de A
E
en E uniformemente continua y (J) una aplicaciôn de X en 2 
definida por
l (f(a)} si aêA
*(a) = <
( E si a^A
Entonces, (J> es sem i -uni formemente continua inferiormente. 
Teorema 15
Sea ( X ,3/3) un espacio uniforme debilmente de dimensiôn 
finita, A un subconjunto de X y f una aplicaciôn de A en E 
uniformemente continua.- Entonces, existe una aplicaciôn f 
de X en E uniformemente continua que extiende a f.- O
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§ 2 - Equirne tri zabi1idad
Def iniciôn 1
Sea ( Y ,'U) un espacio uni forme y {U jnEN} una 
sucesiôn de elementos de IL que es base de 11 
menos fina que U. - Una parte "H de P(Y) se d i ­
ce que es equimetrizable uniformemente por me
dio de U  , si para todo U existe U E\l» ta- 
o n o
les que para todo A y A' U  se verifica que 
(A X A ' ) f*u eu.
Proposiciôn 2
Sea (Y,U) un espacio uni forme y U  una parte 
de P(Y).- Las siguientes afirmaciones son 
équivalentes
a) "H es equimetrizable uni formemente por m e ­
dio de U  .
o
b ) La f ami 1 ia U "  = {AUA '/A , A ’EH} es equi me t ri za
ble por medio de iL .
o
Demostraciôn 
( a =*■ b )
Sean A^ y A '^ elementos de H.- Como H es equ^
metrizable uni formemente por medio de U^, para todo USU
existe U^gU^ tal que para todo A y A 'E H se verifica que
(AxA')nU cU y en particular que ( A , x A  )i3ij c U , (A,xA')<3U CU,
n L i n  l i n
(A' xA )nY CU V (A' x A ' )oU C U . Por otro 1 ado se verifica 
l i n '  l i n
que [(A^UA'^) x ( A^U A ' ^  =
= f ( A x A ,  )nu ]U((A, xA' , )nu ]U[ ( A ' x A ) n U  ] u {( A ' x A ) n u  i .- 
1 1 1  n ' 1 1 n 1 1  n L 1 r i
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Asi, para todo U ^ U  existe tal que
[ ( A^ U A ' ^  ) X (A^UA'^)J n U ^ c U ,  y por tanto la f am ilia H* 
es equimetrizable por medio de 1l, .
(b =• a )
Como "H* es equimetrizable por medio de Tj,^  y para todo 
y todo A,A' e "H se verifica que
[ A x A ' j n U  C ( ( A u A ’) X (AUA')I n y
la familia "H es uniformemente equimetrizable por medio
de U  .
o
Corolario
Sea ( Y ,lj,) espacio uniforme, y "H C P( Y ) una f a ­
milia equimetrizable por medio de - Si
para todo H y H existe H"S‘H tal que 
H U H ' CH", entonces , la f a m i l i a U  es equime­
trizable uniformemente por medio de It
Demostraciôn
Como para todo H y H ' e~H y todo U se verifi­
ca que
(H X H ' ) n u  C ( ( H u H ' )  X ( H u H ’)l U c ( H "  x H" ) ^ U , 
n n n
y por hipôtesis la familia "H es equimetrizable por medio
de 11 , se tiene que para todo U e IL existe U EljL tale« que 
o n o
para todo H y H ' G U  (H x H ' ) ri y c (H" x H" ) et y c ü
n n ■>
y por tanto, la familia U  es equimetrizable uniformemente 
por medio de . Q
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Si U  CP(Y) es una familia equimetrizable uniformemen 
te por medio de , es también equirne trizable por medio de 
S i n embargo, existen familias equirnetrizables por m e ­
dio de 11 que no son equimet r i z a b 1 es uniformemente por m e ­
dio de como lo demuestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1
Sea E un espacio vectorial topologico local- 
mente convexo no metrizable y H un subespacio 
m e t r i z a b l e .- Entonces, la familia de clases 
{x+H/xçE} es equimetrizable por medio de iL , 
pero no es equimetrizable uniformemente por 
medio de Ij, .
En efecto, sea {V^/nEN} una sucesion de entor
nos de cero en E tal que la sucesion {W /nEN} con W =V n e
n r n
es un sistema fundamental de entornos de cero en H, 
Un={(x,y) e E x E / x - y E V ^ }  el elemento de la uniforinirad de 
E asociado a V  ^y ?L la es tructura uniforme engendrada por 
{U^/neN } .
La fami lia U  - (x+H/xeE } es equimetrizable p o r  tredio
de IjL como lo demuestra H. FAKHOURY - SELECTIONS C O M I N U E S  
o
DANS LES ESPACES UNIFORMES - pâg. 213 -, pero no es una fa 
milia equimetrizable uni formemente por medio de 1.L .
Oi
Como E no es metrizable, existe V entorno de cero ta 1
que para todo n V g V  ^y por f'qito para todo n e-' 1 =te un
elemento x E V -V.- Sea U=f(x, /) s E x E / x - v  s V } e! e leu en to n n •
de la uni f ormidad de E asoci.ado a v. - Entonces, pai ra todo
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existen x+H e y+H e H tales que
[ (x+H) X  (y + H) n U J U 
P
En efecto, para todo U , si tomamos x=0 e y=x , las cla-
P P
ses x+H=H e y+H=x +H verifican que [Hx(x +H )) "3 y g y ,
P P P
pues existe ( t , z ) = ( t , x +t) que oertenece a (Hx(x +H )| U
P P P
pues z-t = x^ G Vp,y no pertenece a U ya que z-t-x^ ^  V .- Por
tanto, la familia Ti que es equimetrizable por medio deTjL,^,
no es equimetrizable uniformemente por medio de Tjb . □
®  Si (E ,TW es un espacio seudo-metrizable, toda fami­
lia "H de P(E) es equimetrizable uniformemente por medio de 
1_1^ y por tanto equimetrizable por medio de 11, S i n e m ­
bargo, existen familias equimetrizables uniformemente por
medio de 11 en un espacio E no metrizable. 
o
E.jemplo 2
Sea E un espacio vectorial topolôgico local- 
mente convexo y no metrizable con una n o r ­
ma continua.- Entonces, existe una familia Tt 
equimetrizable uni formemente por medio de IjL .
Por ser E un espacio vectorial topolôgico lo-
calnente convexo y no metrizable con una norma continua
(3) existe una sucesiôn {U / n E N } tal que n y = A y con 
_  neN ^
U^/ExE.- Por ser E no es metruxaple, para toda aei, t otN'i eq
torno no es metri zable ^ y como (ExE)-U^ es abierto, exis
te a ,b ) e(ExE)-U^ y existen y entornos de a y h res
peciivamon! " . ;io rue t ri zable s ,';a j. es que x r ')•-( }-d^.
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Sea H=(a} que es metrizable por ( U ^ / n E N } y verifica 
que H n  V^=0.~ Asi, la familia H  - {{a}U {m] | m Ev^} de s ub­
conj un tos de E , es equimetrizable uniformemente por medio 
de -(con {U^/nEN} base de ) y por otro lado
 ) ^ [ { a } u { m } )  =  ) ^  [ H u { m } J  no es metrizable^ pues
m G V m G V
no es metrizable y V ^c ^ [H U { m} j .
m E  V
Veamos que la familia TI es equimetrizable uniformemen
te por medio de • “ En efecto, para todo m,m' G existe
U tal que si m/m' se verifica que [ H u { m } )x (H u ( m '} ) ^ U  | =
P P
= r(H x H)nU 1 U [(H X {m' } )nu 1 ^t( {m}xH)nU ] o[ ( {mJ x fm ' })n(J }
I pJ p p p
= (H X  H) n U
p
pues para todo n  ^( H x { m ’})n(J^ = ({m} x H ) n u ^  = 0^y c o ­
mo n U = A , para todo m y m ' G  V con m/m' existe U tal
neN ^
que ( ( m } x {m'}) n = 0.- Entonces, como H es metrizable 
por {U^/neN } y existe tal que
[ ( H U{m } ) X ( H U{m ' } ) ] o c ( H x H ) n , para todo m , m ' e ,
se tiene que para todo U E^ -L existe tal que para m , m'G
se verifica que [ ( H U { m ) )  x ( H U { m ’} ) l n U ^ C ( H x H ) n U  C U  ^
de donde se deduce que la familia "H - {H u{m}/m GV^) es 
equimetrizable uni formemente por medio de ll^ . O
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§ 3 - Aplicaciones m u l t i vocas uniformemente continuas, semi-uni- 




Sea (Y,11) un espacio uniforme y 2 la familia 
de subconj untos no vacios de Y,- Para todo re^  
cubrimiento uniforme "W de (Y,'11) se considéra 
U^= {(A,6)G2'^x2^/ACEst(B,'W) , BCEs t ( A ,"W ) } 
Entonces, B* = un recubrimiento uni for
me de (Y ,t ü } es base de una uniformidad D" de
Demostraciôn
i) Para todo B*, A* C .
Si A E2^, ( A , A )E pues como "W es recubrimiento uniforme de
(Y,11) , A CEst( A,-W) .
ii) Para todo sB* es évidente que U_^^EB*.
iii) Para todo E B* , existe E B" tal que
Sean ‘W^={A./iSl} y 3.^= B^}/j EJ} recubrimientos uniformes de
( Y ,1l ) . - Supongamos ”W definido por "W = (A . ^ B . /A . ^ 3f , B . G y
3 • 3 1 J 1 L ,J &
A. CIB./0}. Es claro que es también un recubrimiento uniforme
1 j 3
de ( Y ,1l) , pues trivialmente es un recubrimiento de y existe 
V Gif ta L que {Y[y]/yEY} refina a En efecto, como TV ^ y TV^
son recubrimientos uniformes de ( Y ,ll) , existen V ^ y ^ 1l taies 
que {V^fyl/yGY) y {v^(y|/yEY} son re f i nami en tos de "4^  y TV^  res-
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pectivamente . - Entonces, si considérâmes V = V^ n {v [y )/yeY} es
un refinamiento de  ^y ppr tan bo un recubrimi ento uni To r me 
de (Y,10.
Per otro lado C U  n p- , pues si (A,B)€u , como se ve-
3 '^ 2 ”^ 3
flea que A CEstiB.li^) CEst(B,'V^) y B CEst(A,Ti^) C Est(A/%^) , se
tiene que ( A , B ) G i De manera analoga se demuestra que
(A,B)S
iv) Para todo U (=B- , existe Ù , G B* verificandc que 
•w -V
U I C U ^ . -  Como G B* , existe UglL tal que { U[ y) / y G Y } es un
refinamiento de "W . - Sea U ' glL si me trico con U ' . U ' . U ' . U ' C U  y c on­
sidérâmes el recubrimi en to uniforme de (Y,lb) "W ' =r {U ' [ y] /yeY  ^  . En
tonces se verifica que U , . U , C p  ^ pues si (A,B)GU .U ,
Y V  -V *W -vr, ’
existe C G 2 tal que (A,C) y {C , B )e , por lo que ACEst(BfW) y
B Œ s t ( A , “W) ya que AcEst ( C , ”W' ) C Est ( Es t ( B , “W' ) ,”W ' ) C Es t ( B ."W ) (4 ) y
B C E s t ( C , ‘W)cEst(A,'W'),*w')CEst(A,'V).- As I, para todo
( A , B ) G U  . U , como A C  Est(B,"w) y B C  Est(A,-q). tenemos que 
V  IV 
(A,B) e u  .
"W
Y
Se notarâ per U* la uni fo rmidad de 2 definicla por 
U*={M / existe "W recubrimi en to uniforme de (Y,11) tal que C M ).
Si U Gli,, "w = {U [y I/y Gy } es un recubrimi ento uniforme de ( Y ) y U 
se designarâ por U ". □
®  i) Sea B*- {U’-/U Gli,}. - Entonces, es una base de U" ya
que B" C B-’ C U* y ademâs , si GB- y u e iL es tai que (Ufyl /yGY} 
es un refinamiento de "W, U ’’G , pues si ( A , B ) G If' , tenemos que 
A CEst{B, {U[y] /yeY}) CEst(B,-V) y B C Est ( A , (U [y] /y€Y} ) C Es t ( A ) .
ii) Sea B-= {U ”/U elb y U es si mé trico }. - Entonces, B” es
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una base de U* :
Definicion 2
Sean ( X ,'V>) e ( Y ,1b) espacios uniformes y ^ una 
aplicaciôn multivoca de X en Y.- Se dice que 
(|) es uniformemente continua si <l> : ( X ,lA)-t-( 2^ , U*) 
es uniformemente continua.
Proposiciôn 3
Sean (X,!/®) e ( Y ,lL) espacios uniformes y <p una 
aplicaciôn multivoca de X en Y.- Las siguien- 
tes afirmaciones son équivalentes.
a) (, es uni formemente continua.
b) Para todo UG\l el subconj unto V definido
V ie(p(K) " 4>(x' )nujl] / 0 
y
V 1 '€(|)(x’ )" <J)U)f^Ul 1 '] 2 0 
es un elemento de ~V’.-
V^= {(x , X  ' )eXxX
c) Para todo UGIL con U simétrico. se verifica 
que es un elemento de "iP.
Demostracion 
( a b )
Para todo UelL existen U'GTjl, con U ' -U'CU y VGi/D 
verificando que ( 4» x i}> ) (V)CU'"-por ser (f> uni f o rmemente c o n t i ­
nua- y que VCV .
u
En efecto, para todo ( x , y )G V y todo lG(j)(x), se verifica
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que 1 e $ ( X ) C Est (f|)(y), { U ' [y] /^-G Y} ) . - As { , como 1 G q ' [ 2 ] y
existe t G U ' ( z ] n ( J ) ( y ) ,  ( l , t ) G U ' . U ' C U ^ y p o r t a n f c o  
(J)(y)nu |1] / 0  ^pues tG((>(y)n(j [1] De forma anâloga se d e ­
muestra que si ( x , y ) e V y l ’ G(f(y), (j)(x)nu (l'I / 0.- En t o n ­
ces, como V Vy es un elemento de la uniformidad ‘V’.
( b =» c ) trivial.
(c «-a)
Para tpdo M e U*, existe Uell, simétrico, tal
que U" c M,y por hipôtesis V es uri elemento de IP . - Vamos a de-
u
mostrar que para todo ( x , y ) e se verifica que ( <j> ( x ) , ij ( y ) ) e U* .-
En efecto, si , ^ . y ) G V  , para todo 1 G (j)(x) se verifica que
/ ^
<j)(y)nu [1] / 0^y phra todo l'G,j,(y), (fj(x)cnj ( 1 >] / 0. - E n ton­
ces, (j)(x) c Est((J, (y^ , (u [z] / Z e Y } )  y
<J>(y) C Est ( $ ( X ) , (ili [z] / z G Y } ) ,  por tanto , ( 4» x <J>) ( ) C U-CM  ^
lo que impi ica que <f) es uni f o rmemen te continua. q
/ Proposicion 4
! Sean ( X , 1/)) e ( Y , 11) espacios uniformes, y tp una
/ aplicaciôn multivoca de X en Y.- Entonces, si
/ : ( X , V) -»- ( 2 , U" ) es uni formemente continua, la
I aplicaciôn () : ( X , ^ ^ ^  Gs semidonti'nua in
i feriormente.
Demostraciôn
Sea G G T,^ , entonces el conjunto 
A = {x GX 7ô(x) n G / 0} es un elemento de T-yj^pues si x^ G A, x es 
un punto/unterior de A .-
Sup jngamos x G A , entonces x ) G / 0 y para todo
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1 e ô ('X ) f'' G , existe U tal que U[ 1] =G , por hipôtesis y
V [x ] C A . - En efecto, si x G v j  x^| , como ô ( x ) nu[l] - (|,(x)nG y 
<}>(x)di u [1] / 0, se tiene que xGA, luego V(xJ'CA de donde AGTy,. - □
E.jemplo 1
Sean ( X , 1/) e ( Y , If) espacios uniformes y f : X y
una aplicaciôn uniformemente continua de (X ,V)
en (Y.ljL).- Entonces, la aplicaciôn 
Y
^ 2
x -*■ ôp ( X ) s [f ( X )} es uniformemente continua.
Es claro que para todo U G%j, sime'trico se ve r i ­
fica que
{ ( X ,y ) G  X X  X
V 1 G Ô^(x) <J'j.(y) n U[ 1] / 0
V 1' G (j,^ (y) *^(x) n u  [11 ^ 0
- { ( X , y ) G X X  X / (f(x), f (y ) ) G U } = (f x f)  ^ (U)^
de donde es un elemento de la uniformidad "Va por ser f un i f o r ­
memente continua^y por tanto ô es uniformemente continua. Q
El reciproco también es cierto, pues es évidente que si la 
aplicaciôn es uniformemente continua, la aplicaciôn f es u n i ­
formemente continua.
E.jemplo 2
Sea G un grupo top o l ô g i c o , H un subgrupo de G 
y u : G -t-G/H la proyecciôn natural . - En G se con 
sidera la uniformidad por la derecha que
tiene por base = {v^/V G B(e)} donde
{(x,y) G G  X G / y X  ^g V } siendo e el ele-
30
mento unidad de G.- En G/H se considéra la 
uni formidad que tiene por base 
B = {v /V G 8( e ) } (5) donde
V^= {( X , y ) e G/H X G/H / 9 t G X y 3zGy con % . t y }^
siendo e el elemento unidad de G/H.~ La apli-
cacion u : ( G , Il ) + (G/H ) es uniformemente 
continua y la aplicaciôn : G/H G
X  -V ( X  ) r=u ^  ( X  )
es uniformemente continua de (G/H,tl^) en 
(G,U^).
Como (u X u) ( ^  j ) ^ ^ d todo G , la
aplicaciôn u es uniformemente continua.- Por otro lado, para to 
do U existe V g g ( e ) con V ^ c H , t a l  que G pues c -
En e f e c t o , de ( x , y ) G y a G ( x ) =u (x)=x, se tiene que ex i s ­
ten t G X , ^ey y hGH taies que z.t ^  V y a ^ .t ^ h .- Entonces, 
z.h ^g U [ a) porque ( a , z . h ^)g V^ C U ^ y a  que z.t  ^= z.h  ^ .GV.- Por
otro lado^como z.h  ^G y- <)>^ ( y ) , se tiene que ô ( y ) Gt u [a.] / 0
con a G<j>^(x).- De manera anâloga se demuestra que si ( x , y ) G V ^
y a ' G  (()^ ( y ) , ^ ^ ( x ) n u l  a*] ^ 0.- Asi como c V^, la aplicaciôn
(j) es uniformemente continua. - Ademâs, u : ( G , T. ) -+ (G/H, T. ) es
^d  ^ d
una aplicaciôn abierta y por tanto una i dentificacion. □
Proposiciôn 5
Sean ( X , l/)) y ( R ^  ) espacios uniformes, f : X B 
una aplicaciôn y Ô una aplicaciôn multivoca 
de X en R definida por Ô ( x ) - [ f ( x ) , * ) para to 
do X G X .- Entonces, la condiciôn necesaria y
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R
suficiente para que : ( X , If) -+ (2 >Uj^) sea un i -
formemente continuâmes que sea uniformemente 
continua la aplicaciôn f de (X,'V’) en ( R,li, ).
Demostraciôn
Supongamos que f es uniformemente conti n u a . - 
Entonces, se verifica que para todo U GÜ, el conjunto definido 
por
= {(x,y ) G  X X  X / y
/ V1 g 4)(x ) " Ô ( y ) il / 0
I VI 'G4»(y ) " <|)(x) n u [I '1 / 0^
es un elemento de la uniformidadip.
En efecto, para todo Usll existe una banda U ' de If con 
U'.U' e u . -  Como f es uniformemente continua, existe Vg V tal que 
(f X f) (V) c U, para el cual se verifica que V c , - F^ara demos
trar que V C , partimos de (x,y)GV, iG $ ( x ) y l'G(J)(y).- Por
ser f(x) y f(y) elementos de R, se tiene que f(x) < f (y ) ô 
f ( y ) ^ f ( x ) . - S i f ( y ) . ^ f { x )  ô f ( x ) < f ( y ) ^ l ,  es évidente que 
Ô(y) n u  ( l) / 0 ^ pues lG<J)(y).- Entonces, vamos a suponer que
r(x),^ 1 < f ( y ) . - Como U ' es una banda de 11 y ( f ( x ) , f ( y F) G U '
por ser f uniformemente continua, el par (1,f (y )) pertenece a 
U , luego f ( y ) G U (1} de donde se deduce que ij)(y)nu (Il / 0.
Se demuestra de manera anâloga que (j>(x) OU  [ l ’I / 0. - Asi, como
V c y V GlA, se tiene que y queda demos trado que Ô es un_i
formemente continua.
La condiciôn es suficiente, pues si (J>:{X,‘V>)-^(2 , ) es un_i
Formemente continua, para todo U G U-'- existe una banda U ' de U"
u u
con U ' . ü ' C u tal que ( f x f ) ( , ) C tj . -
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En efecto, para todo UGU" existe U ' banda de U" con
u u
U ' -U'CU tal que y por ser f uniformemente continua ^
V^^€V.- Supongamos ( x , y ) GV^^ , , por ser- f ( x ) , f ( y ) G R se verifi^ 
ca que f(x)<f(y), f(y)<f(x) ô f (x ) = f ( y ).- Si f(x)<f(y), c o ­
mo U ' es una banda de U ” y j) uniformemente continua, para to­
do 1G ((,( X ) y en particular para l = f(x), se verifica que 
<f)(y ) OU ' IIT / 0 ^de donde se deduce que f (y )GU ' [ f ( x )] y por tan 
to que (f (x ) ,f ( y ) )g U ' CU. Si f(x)<f(y) ô f(x)-f(y), es claro 
que por un razonamiento anàlogo al anterior en el primer caso^ 
y en el segundo de forma t r i v i a l , se verifica que 
(f (X ),f ( y ) ) €U.- Entonces, como (f x f) (V^^)CY, la aplicaciôn
f es uniformemente continua.
Definicion 6
□
Sean (X,'V’) e ( Y ,lU) espacios uni f o r m e s , U un 
elemento de la uniformidad %, 4" una aplica­
ciôn multivoca de X en Y, {y^/i^l} un subcon
junto de puntos de W ^(x) y {A./iGi} un re- 
xex ^
cubrimiento uniforme de dimensiôn fini ta de
( X . - Se dice que '^i^ i Gi ^ria U-se-
lecciôn uni forme para $, si para todo i GI y
todo xeA^ se verifica que ô(x)OU(y^] / 0.
Definicion 7
Sean ( X ,1P) e (Y,!!) espacios uni f o r m e s , U y U' 
elementos de 11, <j) una aplicaciôn multivoca de
X en Y, {A^,y^}^^^ una U-selecciôn uniforme 
para y { A f . y ' ^ } , ^  una U'-selecciôn uni for 
me para ô .- Se dice que es ca U '-seleccion 
uni forme esta subordinada a La U-selecciôn
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uniforme {A ^ ,y .}^ ^ s i  existe una particion 
{j^/iGl} de .J tal que
i ) Para todo IGI, A. - U A'..
ii) Para todo ieI y todo jGj^^se verifica 
que y ' ,GU[y^] .
Definicion 8
Sean ( X ,"V>) e (Y ,'V^) espacios uniformes, y 
Ô una aplicaciôn multivoca de X en Y.- Se 
dice que <J) es semi-uni f ormemente continua in 
feriormente si
i) Para todo Ugll, existe una U-selecciôn unj^ 
forme para (}).
ii) Dados U y U 'Gif con U'.U'Gu y '^i ^ iGl
una U-selecciôn uniforme para Ô , existe
{A'.,y'.} U '-seleccion uniforme para
J J
({) subordinada a la U-se 1 eccion uni forme 
Definicion 9
Sea ( X ,"V>) un espacio uniforme, ( E ,lU) un espa 
cio vectorial topolôgico localmente convexo^ 
y una aplicaciôn multivoca de X en E.- Se 
dice que ô es c-semi-uniformemente continua 
inferiormente si
i) Para todo U gIl, existe una U-selecciôn un£ 
forme para <P .
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ii) Dado Uelicon U{ x] convexo para todo xG X ,
U ' Gl x con U ' s imé t r i co y U ' . U ' C U , y
^“^ i ’^iViGl U-seleccion uniforme para
4>, existe una U'-seleccion uniforme para 4>
t A ' . , y _ que esta subordinada a la 
J J J ^
U-seleccion uniforme 1 •
Proposicion 10
Sea ( X , -y») an espacio uniforme, ( E ,Tx) un e s p a ­
cio vectorial topologico localmente convexo^ y 
4> una aplicaciôn multivoca de X en E.- Enton­
ces, si ip es una aplicaciôn semi-uni formemen­
te continua inferiormente, se verifica que <J> 
es c-semi-uniformemente continua inferiormen­
te .
El reciproco en general no es ciertOmpues existen aplica- 
ciones m u 1t1vocas c-semi-uniformemente continuas inferiormente 
que no son semi-uniformemente continuas inferiormente.
E.jemplo 3
Sean ( X ,-y») = ( Y , Tj,) = ( R ,31^  ^) espacios uni formes , 
f : R R
X y * A p U c a c i à n  multl
voca de R en r definida por 
Ô : R RR
X (I)( X  ) =[ f ( X  )- ~ . f(x)+jJ.~ Entonces, Ô
es c-semi-uniformemente continua inferiormen­
te pero no es semi-uniformemente continua in-
'f e r i o r m e n t e .-
Veamos que <J> es c-semi-uni fo rmemen te continua inferiormen­
te.- En e f e c t o :
a) Para todo Ue existe { U-selecciôn uniforme para
4>. - Sean A^=(z-l,z + l) e y^ = z + 2 + /^=z + 3-J^ para todo zGZ . - C o ­
mo (A /z G 2 } es un recubrimiento uniforme de dimensiôn f i ni ta
de ( R, U ) , {y /z e Z} C u (p(x) y para todo z G Z  y todo xGA
" X GR ' ^
se tiene que <j>{x) n U [y^l / 0 porque y^G<j)(x), se verifica que
{a  ,y ) es una U-selecciôn uni forme para 4 .
z z ^ e Z
b) Sea U Gll^ con U[x] convexo para todo xGX y {A^ isi una
U-selecciôn uni forme para 4. - Entonces, para todo U ’ G con
U ’ .U' CU, existe (A .. , y .. .. }. . - U'-selecciôn uni for
VI, A; VI, AJ VI,AJ ^ J
me subordinada a { A^  ^, y  ^ .
Supongamos { A ^ ^  ^ ^ / ( i , X ) G j }  un recubr imi ento uniforme de di^
m ensiôn finita de qiie refina a {A^/iGI},y tal que para
todo ( i , X) G J  , o no existe ningûr» zgZ con z g  ^^ ^ , o bien
existe un ünico z con z g A , . . - Si A es tal que para a_l
Vi,A; V 1 , X /
gûn z A^^ ^jC[z,z+l), se tiene que x ) - ( z + 3-— , z + 3 + !^I y
<}>(x) n u  [ y^l / 0 para todo xGA^ X) ^ ^i ^ ademâs para todo
iGI^ ô bien existe xGA^^ ^ ^ con y ^ G ij)(x) o bien para todo
xGA . y. ? 4>(x) y por tanto y. < z + 3-'4 6 z + 3i!^ < y . . -
i 1 , A ; i / 1 1
Para todo ( i X ) G J  sea y^ X) ^ R  definido por
 ^i si existe xGA , tal que y . G ô ( x )
V 1 , A ; 1
y. . X. - { z + 3-l^ si V x GA . - . , y . 9  4»(x) e y . < z + 3-)g
t I , A ; j i l , a ; 1 1
z + 3 + )^ s i V x G A ^ ^ ^ ^ ^ y ^ G ( J ) f ^ )  Y zi-3 + '4 < y.
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Si ^^ = (z-a,z + b) con a,b G R a y b < 1, se tiene que
( [ z + 2  — z + 2 + Î^I si X G (z— 1 ,z)
$ (x ) = j
( ( z + 3-% , z + 3 + îâ] si X E [ z , z+b )
Por otro lado . y para todo iGl, o bien existe xGA^ ^ ^ tal
que y ^ G  <^(x) o para todo xGA^ y^ ? 4>(x), se tiene que
y . < z  + 2-/è ô z + 3 + /^<y..- E n t o n c e s , como para todo xGA, . , , C A .
1 1 ( 1 ,A ) 1
<#( x) n u  [ y^J / 0 y U(y J  es convexo, se tiene que
z + 3-)é=z + 2 + Î^GU [ y^I n (j) ( X ) . - Sea para todo ( i , X ) S J
y^^ ^^=z+3-4=z+2 + H e U I y^]n4>(x).
Entonces, {A^ ^  X ) ’^(i X)^ (i X)G J U'-selecciôn u n i ­
forme para p subordinada a (A^ '^ i^iG I P"*®®
i ) {'A.. , / (i,X) GJ} es un recubr imi ento uniforme de di-
V 1 , A j
mensiôn finita de (  ^que refina a {A^/iGI} por definiciôn.
ii ) Si para todo iGl definimos J^={(i,X) / A^^ X)*^ A^ }^ , 
{J^/iGj} es una particion de J.
iii) (y / ( i , X ) G j } c U ( ( ) ( x ) .
XGR
iv) Para todo iGI y todo (i,X) G J ^ , como y ^ ^   ^^  G ô ( x )nu [y
para todo x g A . C A . , se tiene que para todo xGA .
i i J A/ i ( i ? A /
4.(x)nu- '' 0
v) Para todo iGI y todo ( i , X ) G J ^ ^ y ^ j ^  )v)^^^^i^ p o r d e f i -  
n^plôni-. : X,
Por tanto, esta aplicaciôn multivoca <p es c-semi-uni forme­
mente continua inferiormente^ y vamos a demos trar que no es semi- 
unif ormemente continua i n f e r iopmente.
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a ' ) Sea U eH  tal que U[X]=(x-l,x+l) l;(e [ xI +n/n > 1} para
todo X € R, y sean A^=(z-l,z+l) e y^ = z para todo zGZ- Entonces,
{a ,y g 2 *-^ ua U-selecciôn uniforme para 4 ypues {A^/ze Z} es
un recubrimi ento uniforme de dimensiôn finita de (R.ljü ),
u
{y /z Gzl G u 4>(x) y para todo x E a , ô ( x ) n u ( y  | / 0 porque
x G R  ^
z + 2 ô z + 3 pertenecen a 4)( x ) n U ( z J = «fi x ) O U[ y ^  .
b') Sea U'=B, con U'.U' C U . -  Veamos que cualquier 
'z
{A, .., y, .. } , , U'-selecciôn uniforme para ô ,no esta
(z,A) (z,A) ( z , A ) G J
subordinada a la U-selecciôn uniforme {A^ ' z EZ" efecto:
b'-l) Supongamos que para algôn zEZ^a = A e y, es
l Z , A, / z )
tal que para todo (z ,X) E J  ^y E U  [y ] .- A s i , para todo
Li \ “Z i, A) Z
XSA, a\=A se tiene que 
( z , X) z
n z  + 2-'4f z + 2 + /^ I si X G ( z - 1 , z )
4>( X ) =1
([z + 3 - ’ô, z +3 +4 J si x G [ z , z  + l)
y (fi(x)nu' I y ^ 0 - - Como y ^ ^  ^ ^ G U[yJ=(z-l,z + l)C’{z + n|n > 1}
se pueden presentar los siguientes c a s o s :
i) y, ^. G ( z - l , z + i ) . -  E n t o n c e s , como U '[y . jc(z - ^ ,z+^)
\ Z f A ) ( Z f A / 2 2
3 7
y ,^(x)c[ Z + - . Z + - ] para todo xGA^ ^  ^ ^ ,
se verifica que «J)(x) U ' [ y ^ ^  ^^1 = 0
para todo x G A , ,.
(x, X)
ii) y, = z+2 Entonces existe xGA, , con
( z , X ) ( z , X )
z < X < z+l tal que ô (X ) n u ' Y ^ ^  X ) ~ ^
pues fj)V X / = f Z + 3-/2 , z + 3 + !^] y
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iii) V • =z+3 Entonces existe xGA, ,, con
( z , X ) ( z , X )
z-1 < X <z tal que (, ( x ) nU'[y^^ = 0
pues (p(x) =[ z ^2~4 , z+2+/$] y 
u '[y , . J  = By (z+3) = (z + g , z + ^ ) .
V ZI X ; 4 2 2
iv) y =z+n con n :j,4. - Entonces, para todo xGA, . se ve
\ f \ Z , A )
rifica que 4» ( x ) O U ' [ y ^ ^   ^^  ] = 0 pues
(, (x) C [ z + 2-4, z + 3 + /^| para todo
P'*''® '■-“•'p " >  4 u' y(^,x) ’
= B, ( z + n ) C (z + 4-î^ -+) .
4
b '-2) Supongamos que existen z y (z,X) tal que A^ / A^ ^   ^^ .
Entonces, existe (z ,X, ) E J  tal que zEA, . C A  e
1 z ( z ,X ^ ) z
y G u [ y ] - U[z) Por otro lado, existen y e y' pertene-
( z , Xj ) z
cientes a A. con y <z < y ' .- Por un razonamiento anàlogo al de
^ 1
b'-l, se demuestra que existe x 'GA . tal que
' ^  • X *
4>(x') n U ' ( y ] = 0  de donde se deduce que todo B, -selecciôn
( z , X ^ ) A 4
uniforme para <j),no està subordinada a la U-selecciôn uni forme pa
ra ^ { A^,y } ^  g % X ^  por tanto (J» no es semi-uni formemente continua
inferiormente. ^
Definicion 11
Sean (X,"V') y ( R,'U,^  ) espacios uniformes y
f:X -+ R una aplicaciôn.- Se dice que f es débil^
mente uniformemente continua de ( X , V) en ( P.If ) ,
u /
si para todo Ugll^ existe V Gip tal que para to­
do xGX existe y^ G R verificando que para todo 
zGV[x}', ( f(z) , 4. ) nu {y ] / 0.
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E.jemplo 4
Sean (X.'V’) y espacios uniformes, y
f : X"^ "^  R una aplicaciôn uni formemente continua. 
Entonces, f es débilmente uniformemente cont^ 
nua de (X,'V>) en (R,Tj^).-
Para todo e > 0  existe e/2 ^ ^  banda con U C  ^ y como f 
es uniformemente continua, existe VGIP tal que (fxf) ( V ) C d ^ .
Sea y =f(x) - ^  para todo xeX. - Entonces, para todo zGv[xl se
verifica que ( f ( x ) , ; f ( z ) ) e U y f ( z ) E[ f ( z ) , U j  y^] ^  pues 
|f(z)-y^ I = |f(z)-f(x)+ —  I ^  =e.- Asi, para todo zGV[x] se
tiene que [ f ( z ) ,-+) O Ug.( y^I 0 . ^
E.jemplo 5
Sean ( X ,*V>) = ( Y , lü = ( R.Il^  ) y f : R+ R una a plica­
ciôn c r e c l e n t e .- Entonces, f es débilmente 
uniformemente continua de {R ,1l ) en ( R,li, ).
Para todo G > O existen 5= g >0 y para todo x G X , 
y^ = f ( x+ E ) - ^  G R. _ Ademâs, para todo zGV^[x] se verifica que 
f ( z ) < y  ô y < f ( z ) . -  Entonces, para todo z G [x] se veri f ica 
que [f(z),-*-)nU^[y^] ^ 0; pues si y ^ < f ( z )  porque
If(z )-y I - f (z )-y ^ f ( x + e )- f (x + e ) + ~ = ~ < g /Y en caso de ser
f ( z ) .g y porque y G [ f ( z ) ,+ ) .
E.jemplo 6
□
Sean ( R^ ' I ) y ( R,tU^ ) espacios uni for
R^'xR^
mes.- La aplicaciôn f : R R
f(x)= — no es d é ­
bilmente uniformemente continua.
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Sea U=B^={(x,y)e R x  R/ | x-y | < 1} . - Entonces, para todo 
5 > 0 , existe x=— g R^ tal que para todo y G R existe zEy ( xi con
g 2 X 5
0 < z < —  veri f icando que f ( z ) > y^+ 1, y por tanto [ f(z),-*-)nU[ y ^  = 0 □
ü
Proposiciôn 12
Sea (X,"y^ un espacio uni f ormente débilmente 
de dimensiôn finita, ( R,tL, ) un espacio un i f o r 
me y f : X R una aplicaciôn débilmente u n i f o r ­
memente continua. Entonces, la aplicaciôn mu_l 
tivoca <|) de X en R definida para todo xGX por 
(J>( X )= (f ( X es c-semi-unif ormemente c o n t i ­
nua inferiormente.
Demostraciôn
a) Para todo U gU^ existe { U-selecciôn 
uniforme para <ji. -
Como f es débilmente uniformemente continua, para todo
U Gif existe V g'V^ tal que para todo xGX existe y G R verificando 
u X
que para todo z g V [ x ], <{) ( z ) n U [ y^] / 0.- Entonces, {V(x)/xGX} 
que es un recubrimiento uniforme,tiene un refinamiento uniforme 
Ca^/IGI) de dimensiôn finita por ser (K,y>) espacio unifor'me d é ­
bilmente de dimensiôn finita.- A s i , para todo iGI existe x^ e
y con A. CV[x.] taies que para zG A . , 4»(2 ) O u [ y } ^ 0.- Sea
i i
y.=y^ para todo i Gl . Entonces, ' ^ i^ i<=T i^^a U-selecciôn
uni forme para (j) ^ pues {A./iGI} es un recubrimiento uniforme de 
( X , ”V^  de dimensiôn finita,,y-por otro lado para todo zGA^ se tie 
ne que (j){z)nuly^l / 0^ pues como z G A ^ C V ( x ^ l  y ademas y - y^ , 
se verifica que ô C z j O U j y ^ ]  - () ( z ) A U  [ y ^ ) / 0.
1+1
b) Sea U tal que U[x] es convexo para todo
xgX y U ' g U i con U'.U' C U . - Si { A . , y . e s  una U-selecciôn uni
u 1 1  iGi —
forme para <Jv existe (A , , , y , . U'-selecciôn uni -
(i,X) (i,X)
forme para 4> subordinada ^ '^i^ iGI '
Sea U" g Tjü^  una banda abierta o cerrada tal que U" C U ' . - C o ­
mo f es débilmente uniformemente continua, existe V GIP tal que 
para todo x g X existe y^ G R  verificando que para todo 
zGV [ x] , (f)(z) n U " [  y^] / 0.- Como {V(x]/xGX} es un recubrimien­
to uniforme del espacio ( X ,"V) débilmente de dimensiôn finita, 
existe un refinamiento uni forme {G y/ X G A }  de él de dimensiôn f_i 
nita, tal que si J= con J^= {( i , X )/A^HG ^  / 0} y
A,. . =A . CIG , para todo ( i , X ) SJ , (a  , / ( i , X ) G j} es un refina
( i , X ) i ' ^  (i,A) —
miento uniforme de {V[x]/xGX}.- Entonces, para todo ( i ,X ) G j ^
existe xiGX e y GR taies que y G U  [ y.) ô y 9 U { yj ,
x^ a x^ i
A. . A C V  [X I , y ademâs para todo z G A . . , , 4>(z) CiU" [ y ] / 0.
VI,''-) X VI, A) x^
Si y 9u [yj, como y / y.' e y , y . G R, se tiene que 
xx ï ""x  ^ ""x ^
a ) Si y <y. y para todo zGA f ( z ) < y .  se
1 x ^ i  l 1 , X ) 1
tiene que y^ G 4( z ) para todo zGA^^ X) ' " y^ ^  < y^  ^ y existe al-
gun z G a  ^ tal que y^  ^< f ( z ) , como z G V [ x ^ J  se verifica que
4>(z)nu"[ y J / 0.- Por otro l a d o , como y < y. <f(z) y U" es
' ^ X ^X ^
una banda se tiene que (y , f ( z ) ) G U" e (y.,y ) G ( j " C u ,  luego
""X  ^ '^X
y GU [ y . ] lo que contradice la hipôtesis de que y ^U [ y -
X X 1 ' ^X ^
A s i , si y < y. e y G u [ y .] , para todo z Ga  . . se tiene
X - v l  X 1 \ 1 $ A /
^ X
que y G(j) ( z ) .
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) Si y . < , supongamos tal que
U [y ^1 C (y^ - e , y^ + e ) y , banda con e'< e y ^  para algün n^2.
G ( n — 1 ) ^ ( n — 1 )
— — p°"° y(i,x)=->'i p y ( i , x ) - y / — —
tiene que y e U [ y .).- Por otro lado, para todo zGA  ^ se
\i # A / i \ifAy
verifica que z ) n U [ y ^ ^ p u e s  si f ( z y ^ ^  ^ ^ porque
y,. ..G(j)(z); y si y < f ( z) , de ser z un elemento de A. y
Vi»A/ V1,A / 1
{a. una U-seleccion uniforme para (p ,se deduce que
<j)(z) nU[y^l / 0 y como U( y^ es convexo, se tiene que 
f(z).<y^+e pues f(z)GU(y^].- Entonces, como
to-
y
{j)(z)nu"[y^^ ] / 0 y por tanto <j) ( z ) n<J ' [ y ^ ^  / 0 para
do
Para todo (i,A)GJ elegimos y^^ ^ ^ como sigue
si y GU( y J (b )
A A '
(i,l> " i ^ ' i  p y , e * ( z ) * z E A ^ ,  ( b ^ )
^(i A) ^x ^ ^ existe zeA^ . ^ ^ tal que y.^ <t>(z)
" ’3>
Entonces, {A , y .,}, . , _ es una U'-selecciôn
vlfAJ \l,A/ \1 f A /
uniforme para i|> > subordinada a ( A^ , y^}  ^  ^ pues:
i) {A ^ ^^/(i,A)Gj} es un recubr imi ento uniforme
de dimensiôn finita de ( X ,"\A) .
ii) {y, . , ,/(i,A)GJ}C U ô(x) .
xGX
iii) {J^/iei} es una particiôn de J .
iv) Para todo i € T , A . =  U A
V ) Para todo i el y todo (i,x)Gj£,. y ( i )G U [ y .
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v i ) Para todo zGA^^ ^ ^ se verifica que
En efecto:
( b p  Para todo z € a  ^. , ^  . como A,, , , C V ( x p  , y,,
se tiene que (|) ( z ) n U" ( y ^ ^  ^ = 4>( z ) o u" [ y^ 1 / 0  y
per tanto 4< z) f*U'[y , ] / 0.
V 1 , -'J
( b p  Para todo zGA,, como y,,_,,.y, y Vlx,I
se tiene que ^ ( z ) n U ' [ y ^ ^  / 0.
(b^) Por definiciôn se verifica que <|) ( z ) ^U'(y^^ X )l / 0 □
Corolario
Sea ( X,1P) un espacio uniforme débilmente de 
dimensiôn f i n i t a , espacio uniforme y
f : X -K R una aplicaciôn uniformemente continua 
o creciente.- Entonces, la aplicaciôn m u l t i ­
voca (|) de X en R definida por (}i ( x ) = l f ( x ) ,-+) 
para todo x e X , es c-semi-uniformemente cont^ 
nua inferiormente.
Demostraciôn
Es consecuencia de la proposiciôn anterior y 
de los ejemplos 5 y 6, r e s p e c t i v a m e n t e . O
En general, la aplicaciôn definida en el corolario a n t e ­
rior no se puede asegurar que sea semi-uniformemente continua 
infer i o r m e n t e .-
nua , Vy= {( X , y ) <= X x X
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Proposicion 13
Sea ( X ,1P) un espacio uniforme débilmente de
dimension finita, ( Y ,lL) un espacio uni forme, y
$ una aplicaciôn multivoca de X en Y uniforme
Y
mente continua de (X,“v:^ en (2 , U* ) . - Enton­
ces, 4> es semi-uniformemente continua in f e ­
riormente.- Si (Y,'ti,) es un espacio vectorial 
topolôgico localmente convexo, <J> es c-semi- 
unif ormemente continua i n f e r i o r m e n t e .-
Demostraciôn
a) Para todo UGy*, por ser (j) uniformemente cont^
V lG4>(x) " <|)(y) Cl u ( 1[ / 0 
y
V 1 ’G({)(y ) " ô(x) n U [ 1 'j / 0
pertenece a Como (v^fxJ/xSX} es un recubrimi ento uniforme
del espacio uni forme (X,~\p) débilmente de dimensiôn finita, exi^
te un refinamiento uniforme {A^/i€I} de dimensiôn finita.- Asi,
para todo iGI existe x^ verificando que A^  ^C V^| x^j , y elegimos
y . GY tal que y.e<()(x.).- Entonces, {A.,y.} es una U-selecciôn
i i l
uniforme para <p, ya que {A^/iel} es un recubrimiento uniforme
de dimensiôn finita de ( X ,q/)) , {y./i e l } c  U ip(x) y ademas para
 ^ xGx
todo i el y todo xGA. se verifica que (|)(x) EiU[y^] / 0 porque
y^G<^(x. ) y (x,x^ ) e V^.
b) Sean U y U'gIX taies que U ' . U ' c U  y ( A , y J ^ ^ 
es una U-selecciôn uni forme para <t> . - Por ser <p uniformemente
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VlG4(x) " *(y) n U' (1] / 0
continua , = j( x , y ) e X x X / y
Vl 'G <(,(y) " 4»(x) n u' ( I '] V  0
es un elemento de''V’.’-~ Sea V e'V’ simétrico tal que V . V c V ^ , . -  C o ­
mo (X,!/^ es un espacio uniforme débilmente de dirrensiôn finita, 
existe (G ^ |A ^ A} refinamiento uniforme de dimension fini ta del 
recubrimi ento {V [x ] /xGX } . - Por serY/={A^/iel} y -y' = {G^|A G A} 
recubrimientos uniformes de (X,"V3), existen y g "V> taies que 
[xl/xeX} y {V^[x]/xGX} son ref inamientos uniformes de "W y 
'V respectivamente . - Para todo iGI , sea J^ = { ( i , A)/A^ ci G ^  / 0}
y J= U J . .- Si para todo (i ,A ) G  J se define A = A . 0 g , se
, _ î  \ i f A / i - A
IGI
tiene que !')" = { A ^ ^ ^ ( i , A ) G J } es un recubrimiento uni forme de
dimension finita de ( X , If)) . - En efecto, por ser "W y 'W' recubri -
mientos de dimensiôn finita de X, es évidente de'W" también lo 
es.- Por otro lado, como {V^[x]/xeX y ( x /xeX} son ref ina­
mientos uniformes de ”W y'VJ' respectivamente, { V ' [ x) / xgX y 
V ' = V ^ n V ^ }  es un refinamiento uniforme de ( A^ ^ ^ ( i , A ) € j}. ,
pues para todo xsX existe (i ,A ) C J. Cj tal que
X
V'(x|CA C G =A . .- Ademâs, como para todo ( i ,A ) e J se
c  c
tiene que A . n G, / 0. existe verificando que
4>(t(i ) nU[y^] / 0 y por tanto existe
ES Claro que {A, . ,,.y , . „  >,, ,, g j  == U'seieccion uni
forme para (J>, y a que {A ^ ( i , A) e J } es un recubrimiento uni^
f orme de dimensi on fini ta de (X ,1P) , {y,. , / ( i , A ) ^ j } c u < j > { x )
' ^   ^ XGX
por cons trucc iôn y para todo (i,A)G j y para todo x^A ^ ^  ^ ^ ,
X y  t ... G A =A n  G c V(x ] , se tiene que (x, t ) =
( i , A )  ( T. , A  ) I  A  A  U . A )
CCItlO
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= (x,x,) . (x,,t ) G V , V C V  y por ser y un elemento de
Â  A V I ,  A )  V J  V 1  , A  /
4>(t(i ^ ^ ) |Se verifica que 4)( x ) n vJ ' [ y ^ ^  ^ / 0.
Por otro lado, (A . , , y,. .,} \  ^c , esta subordinada a
vXjAJ ( 1 , A ^ ^ J
la U-seieccion uniforme para ^ ,y^ ,porque la familia
{j./i^l} es una particion de J tal que para todo i€I,
A. = A ,. y para todo iGI y todo (i ,X )G J . se tiene
 ^ ( i , X )ej.^^’ "■
que y ^ ^  ^ ^ GU(y^I por c o n s t r u c c i ô n . □
Corolario
Sea ( X ,"y>) un espacio uniforme débilmente de 
dimensiôn finita, (R,T^) espacio uni forme ; 
f : X R una aplicaciôn uniformemente c o n t i ­
nua ,y 4> una aplicaciôn multivoca de X en R
definida por ô ( x ) = [ f ( x ) ,-+) para todo xGX.- En 
tonces, (j) es serni-uni formemente continua.
Demos traclôn
Es consecuencia inmediata de la proposiciôn 
anterior y de la proposiciôn 5.- □
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§ 4 - T e o remas principales 
Lema 1
Sea ( X ,1P) un espacio uniforme, ( Y ,11) un es p a ­
cio vectorial topolôgico, S un subconj unto de 
( Y acotado y convexo, {A^/iGl}un recubri­
miento uni forme de dimensiôn finita de (X,1A), 
{p^/iGl} una particion de la unidad equiuni- 
formemente continua subordinada a { A ,/i G i } e 
{y^/iGI} un subconj unto de S.- Entonces
i) Existe qQ4 tal que para todo xeX existe un 
subconj unto finita de I con c a r d (F ) ^ q 
y p^(x)=0 para todo iGl-F^.
ii) Para todo x G X ,  ^ p.(x) y. es un elemen-
iGl
to de S .
iii) La aplicaciôn f : X •+SCy definida por
f(x)= ^ p.(x)y. para todo x G X , es uni -
iGI  ^ ^
formemente continua de ( X ,1R) en (Y,lL).
Demos traciôn
Los apartados i) ii) son consecuencia inme­
diata,de ser {A^/iGl} un recubrimiento uniforme de d i m e n ­
siôn finita de ( X , IR) , {p^/iGl} una particion de la unidad 
equi-uniformemente continua subordinada a él y S un subcon 
.junto convexo.
iii) Del apartado ii) se deduce que f una aplicaciôn
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con f ( x ) e  S para todo xGX.- Veamos que f es uniformemente 
continua.- Dado UGTj existen V y W entornos de cero en Y,
W simétrico y convexo, taies que el elemento de la u n i f o r ­
midad Gtlasociado a V esta contenido en U y 
2 q
W + T r   + W C V .- Como S es un subconjunto acotado en
(Y,'ti) , para W entorno de cero en Y existe aGR^ tal que 
S C a .W .- Por otro lado, por ser {p^/i€l} una particion de 
la unidad equiuni formemente continua, existe V* GlP tal que 
para todo (x,x')GV*^ como (p ^ (x )- p ^ (x ') | < ^  para todo i G I , 
se tiene que
f ( x ) - f ( x ’)= y p,(x) y. - y p.(x') y. = 
iel  ^  ^iGI  ^ ^
= I ( p ^ (x)-p^(x’)) y^ = 
iGI
(p.(x) - p. ( X ’ )) y. G W  +   + WCV
X X '
Asi, se verifica que (f x f) ( V ) G q ^ C u ,  lo que prue- 
ba que f es uni formemente continua.- O
Tebrema 2
Sea ( X ,1)^) un espacio uniforme, ( Y ,lL) espacio 
vectorial topologico localmente c o n v e x o , S un 
subconj unto acotado y convexo de ( Y ,11) y (j> 
una apiicac ion multivoca de X en Y, c-semi-un^ 
formemente continua inferiormente tal que 
(ô(X )/xGX} es equime tri zable uniformemente 
por medio de Yl^cTXjy <J>(x) un subconj unto c o n ­
vexo y completo de S para todo xGX. - Entonces,
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existe una aplicaciôn f uniformemente continua de (X ,1R) 
(Y,tL) tal que f(x)Gc()(x) para todo x g X .
D emostraciôn
Supongamos que la familia (<|)(x)/ xGX} es equj^
metrizable uniformemente por medio de que tiene por
base {U / n G N }, donde U es el elemento de la uniformidad Tf 
n n
asociado a W para todo n , y W es un entomo de cero en Y
n / n
abierto simétrico y convexo con W +W „ C W para todo n,
n+1 n+1 n
La aplicaciôn multivoca 4 es c-semi-uniformemente con 
t fnua inferiormente por hipôtesis, luego existe 
{A 1 ' y i Ujjselecciôn uniforme para <(i . - Asi, como
{A^./iGI^} es un recubrimiento uni forme de dimensiôn fi n i ­
ta. por la proposiciôn 1-1-pâg. 108 de ON FINITE-DIMENSIO 
NAL SPACES-J. ISBELL, existe una particion de la unidad 
equi-uniformemente continua {p^^/iel} subordinada a é l .-
Como {y ./iel } es un subconj unto de u ()){x) C S, por el le- 
^ xex
ma anterior se deduce que la aplicaciôn
f ^ : X 4- S C Y
I p^^(x) y^^
' ‘ h
es uniformemente continua de ( X ,'y’) en ( Y , 3jU) . - Por otro la­
do, esta aplicaciôn verifica que f (x) G U [ 4>(x)) para todo
1
x G X .- En efecto, para todo iGI^ y todo xGA ^,se tiene que 
({, ( x ) n ü { y ^ , ] / 0 por lo que existe y . G ô ( x ) O U [ y ^ 1 .
i l  \1»^/ 1 1
Por ser x ) convexo, el elemento y- '[ p ^ ( x ' . y , -
iG I ^ L ( 1 , X )
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- I p!^(x) . pertenece a '!'( x ) .y como W es convexo,
x Ia‘1 ^ ^
tiene que f (x)-y= I p!'(x)y!'- I p!(x)yj’.
^ iGl^ '
= I p!^  ( X) (y^ - y] . , ) G W por lo que (f (x) ,y ) g U,,de
donde se deduce que f ^ ( x ) g [<j) ( x )] .
Por ser U^{xj convexo para todo xeX, U ^ U  con 
U ^ - U ^ C U ^  y <(i c-semi-uniformemente continua inferiormente,
2 2
existe {A^, y . } U^-selecciôn uniforme para 4 subordi- 
nada a {a ! , |- Entonces, existe una particion
{I^/ier } de I tal que para todo iGI , A^= O A^ e
.jeij
2 1 i 2
y^ G [ y^l para todo jel^.- Como {A^/iel^} es un r efina­
miento uniforme de ( A j^/iG I , per el lema 6 - pa g . 7 de UN
TEOREMA DE SELECCION UNIFORME - J. FONTANILLAS, se deduce
que existe una particion de la unidad eq u i -uniformemente
2 2 
continua {p ^/iGI^} subordinada a {A ^ / i G l ^ } verificando
que p .(x)= I . p .(x) para todo iGl y todo x G X .-
Como {y^^/lGI^} es un subconj un to de (J) ( x ) ^ S ,
por ei lema anterior se deduce que la aplicaciôn





es uniformemente continua de (X,"V’) en ( Y ,lL) , y por el mis- 
mo razonami ente hecho para f ^ , se tiene que f ^ ( x )G(J^ [ ifi ( x )) 
para todo x€X.-
Por otro lado, para todo xGX se verifica que 
(f^(x), f^(x)) €U ^ .~  En efecto, como es convexo y
{p^^/i€i^} una part iciôn de la unidad, para todo xSX se 
tiene que





V 2 , , 2I  p  j ( x )  y  . =
= I p^ (x) (y^ - y^.)e w (6),
jeii J J
ieli
de donde (f^(x), f^( x )) e U^  para todo xeX,
Procediendo p o r  induccion, existe una sucesiôn
(f /neN } de aplicaciones uniformemente continuas de
(X,1P) en (Y,11) taies que para todo x€X y todo n ,
(f (x), f , ( x ) ) e U  y para todo n€N-{l} y todo xeX, 
n n + 1 n
f ( x ) G U  [(}>(x))j lo que impi ica que (|) ( x ) n (j (f ( x )] /0 
n n  ^ n “ 1 n
(7).- A s ! , para todo n se define una apiicacion multivoca
* ^  + 2^
X *+ <fs ( X ) = <()( X ) fi U ( f ( x )]
^n  ^ n-1 n
para todo n>l y La sucesiôn ( ( x ) / nG N } -^erifica
que
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i) Para todo x€X y todo n, <p (x) c c(»(x) por def inic ion.
ii) Para todo xGX y todo n , A .(x ) C A  (x).- En efec-
n + 1 ^n
to, si z  ^( X ) = 4>( X ) n LF^  (x)] , se tiene que z6 <()( x ) y
(f (x),z) = (f (x), f (x)). (f (x), z)€U . U C IJ . de 
n n n+1 n+1 n n n-1
donde z e * ( x ) n  U , [f (x)] = A (x)
^ n-1 n ^n
iii) {(J)^ ( X )/x€N} es base de filtro de Cauchy, F^, en 
<p(x).~ En efecto, como {(|)(x)/x6X} es equimetrizable u n i ­
forme por medio de ,y por tanto equimetrizable por medio 
de U , para todo U existe tal que
(<|)(x) X <j>(x))nu^CU para todo xeX,y ademâs
X (x)C[iJ)(x)x(j>(x'jnu^c {(J>(x)x({)(x)] OU  (8). Enton-
c e s , como <}>(x) es complète, existe f(x) E limF^ con 
f(x)E^(x) para todo xeX.
Basta probar que f es uniformemente continua para ter
minar la demostracion del teorema. Como {<}>(x)/xEX} es un^
formemente equimetrizable por medio de , para todo UEli, 
existe U tal que para todo x,x'£X se verifica que
(c()(x) X (J>(x')) n [U .11 .U J C U .
n — c n — c n ^ 6
Por ser f uniformemente continua, existe V Ell* tal que p a ­
ra todo (X ,X ')E V , (f (x), f (x '))e U Entonces, para to
n n n-2 —
do (x ,x ')e V tal que (f (x), f (x'))EU se tiene que
n n n-2
f(x) e u r f (x)i c u (u [ f (x)l ) = 
n-1 n n-1 n-1 n
= U . U . (f ( X )] C U f ( X )1 [ Pr o p o s icion VI - 1 - 1.8 ( b ) , 
n-1 n-1 n n-2 n
pag. :)24 - TOPOLOGIA I - M - G A Up f A y otros) , de donde se
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deduce que (f(x), f ( x ) ) e u  y que (f(x'),f ( x ' ) )G u
n n-2 ' n n-2
por un razonamiento igual al anterior.- Asi, para todo
(X ,X ')€V se tiene que (f(x), f(x')) =
= (f(x), f (x)).(f (x),f ( x ’)).(f ( x '),f(x'))e 
n n n n
€(U ^.U  ^.U X * ( x ' ) ) C U /
n*-d n —fi:
y por tanto (f x f) (V) c U^ lo que prueba que f es u nifor­
memente continua. O
Corolario 1
Sea (X,"\P) un espacio uniforme debilmente de
dimension finita, ( Y ,1i) espacio vectorial to-
pologico localmente convexo, S un subconjunto
acotado y convexo de Y  ^y (J> una apiicacion
multivoca de X en Y uniformemente continua de 
Y
(X,*V^ en (2 , u* ) tal que (j>(x) es un subcon.jun 
to convexo y complete de S para todo x^x^y la 
familia {(p (x)/xex) es equimetrizable u nifor­
memente por medio de clt - - Entonces, existe 
una apiicacion f uniformemente continua de 
(X,"V^ en (Y,Ti) tal que f(x)E^(x) para todo 
xEX. -
Demostracion
Es consecuencia de la propos ic ion anterior y 
de la proposicion 13 del §3.
Corolario 2
Sea (X,!!*) un espacio uni forme con A d ( X ,"V>) ^  n ,
5'4
( Y , 11) espacio vectorial topologico localmente
convexo, 5 un subconjunto acotado y convexo
de Y y (j) una apiicacion multivoca de X en Y
Y
uniformemente continua de (X,'V’) en (2 ,U* ),
tal que <|)(x) es un subconjunto convexo y com­
pte t: o de S para todo xEX^y la familia 
{(}'(x)/xeX} es equimetrizable uniformemente 
por medio de . _ Entonces, existe una
a piicacion f uniformemente continua de (X,"V^ ) 
en (Y,"11.) tal que f(x)G^(x) para todo x ^ x .
Demostracion
Si (X,"V^ es un espacio uniforme con 
Ad ( X , IP) ^ n , es un espacio uniforme debilmente de dimension 
finita.
Teorema 3
Sea ( X ,*V*) un espacio uniforme debilmente de 
dimension finita (en particular Ad( X ,1P) <n ) , 
(Y.li) un espacio vectorial topologico local­
mente convexo, S un subconjunto de Y acotado, 
convexo, complete y metrizable, y <t> una aplica 
ci6n multivoca de X en Y c - s e m i - u n i formemente 
continua in fer iormente, tal que <p(x) es un sub 
conjunto cerrado y convexo de 5 para todo xEXj 
y la familia {$(x )/ x € X } equimetrizable uni -
formemente por medio de 11 C t l ._ Entonces,
_  o
existe una apiicacion f uni formemente conti ­
nua de ( X en ( Y , 11) ta 1 que f(x)E<(i(x) para
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todo x E X . -
Demostracion
Como <(i(x) es cerrado en S para todo x ^ X , <|> ( x )
es complete. - Por otro lado, como S es met ri z a b l e , la f am_i
lia {i))(X )/xEX } es equimetrizable uniformemente por medio
de 11 (observaciôn pàg. 23 §2).- Asi, por el teorema ante^
rior,existe una apiicacion uniformemente continua f de 
(X.'Vî) en que es una selecciôn uniformemente continua
para (|» . ^
Corolario
Sea (X ,1P) un espacio uniforme debilmente de 
dimension finita (en particular Ad ( X n ) , 
(Y,'IjÜ espacio vectorial topologico localmente 
convexo, S un subconjunto de Y acotado, conve 
x o , complète y metrizable, y t(i una apiicacion 
multivoca de X en Y uniformemente continua,y 
tal que $(x) es un subconjunto cerrado y c o n ­
vexo de S para todo xeX.- Entonces, existe 
una apiicacion uni formemente continua f de 
( X ,'V) en ( Y tal que f(x)€<(>(x) para todo 
x G X . □
Lema 4
Sea ( X ,1P) un espacio uniforme debilmente 6 a - 
dimension finita, (Y,IL) un espacio uni f ortte.,^ 
A un subconjunto de X, S un subconjunto de Y' 
y f : A S una apiicacion uniformemente conti r
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nua de (A,V| ) en (S,1l | ). Entonces, la
AxA |SxS
apiicacion multivoca <t> de X en Y definida por
• ( { f ( x ) }  si x g A
- S si
es semi un i formemente continua i n f e r i o r m e n t e . 
Si ( Y ,li) es un espacio vectorial topologico 
localmente convexo, la apiicacion <1) es c - s e ­
mi-uni formemente continua inferiormente.
Demostrac ion
Supongamos que A/X, pues si A coincide con X, 
esté demostrado en el Ejemplo 1 - §3 que <i> es unlformemen 
te continua,y por tanto semi-uniformemente continua (propo 
sic ion 13 - §3).
Si UEli, como f : A + S es uniformemente continua, existe 
V g "V^ verif icando que (f x f) (V n ( A  x A )) C U . Sea V ' S'W si- 
métrico con V ' . V ' C V . -  Se define para todo y ES el subcon­
junto {xSX/(j)( X )nu (y|/0} = ( X-A) Uf ' ( U (yj ) (9) ver i f icando
se que (U /yES } es un recub ri mi en to uniforme de ( X ,"td) . - Es 
évidente que {U /yES} es un recubrimi e n to de X por la def^ 
nicion de U ^y por otro lado {V'(x] /xeX} es un refinainien- 
to de é l .- En efecto;
a ^ ) Si a S A , se tiene que y = f(a)ES y 
Sea XGV'fa] .- Si x ^ , como xEX-A se verif ica que xeU^ para 
todo yES,y en particular pqra y=f(a).- Si x ^ A , como 
( X , a ) e V ' n ( A  x A ) C V ' n i A  x A;, se tiene que (f(x),f(a))^U, 
de donde se deduce qqe xEf ^(U[f(a)) )^y por tanto
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) Si a ^ ,  se tiene que aEX-A.
a^-1) Supongamos que V ’[a) H A  = 0.- Entonces, para to 
do yES se verif ica que V ' [ aj C X-A <7 U .
a^-2 ) Si V  [aJ A A / 0, existe a ^ S V ' ( ^  A A y se veri f 
ca que V'faJ  ^. - Sea xEV ' [ a] Si x ÿ A , como
xeX-A C para todo yES, para y=f(a^) se tiene que 
xEU^=U^^  ^  y -  Si xeA, como (x,ai y (a,a^) pertenecen a V ,
se tiene que ( x , a ^ ) E V  n (A x A) y (f(x), f(a^))E Uy de d o n ­
de se deduce que xgf (U[a^l )^y por tanto que x€u^ = U^^  ^.
Como ( X , 1/3) es un espacio uniforme debilmente de dimen
sion finita, el recubrimie n to uniforme {U^/yES} tiene un
ref i namiento uniforme de dimension finita {A^/iSI}.- Asi,
para cada i El existe y.ES= U (|)(x) tal que A . C u , de don-
^ xsX ^
de se deduce que para todo xEA. se verifica que
<()(x)AU{y^] / 0.- Por tanto, {A^ iei una U-seleccion
uniforme para (j>.
Sean U y U ' E U  con U'.U' C U  y (A^,y^}^g^ una U-se­
leccion uniforme para (j>. - Veamos que existe
'"(i.X)' y ( i , A ) > ( i , U  € J  uniform, p a r a *  au-
bordinada a {A., y a  ' " la conti nui dad uniforme de
f, existe V s Y ’ tal que (f x f) ( V n ( A  x A ) ) C U ' . - Sea 
V'elD simé^rico tal que V' . V ' C V,- Como ( X ,ip) es un e s p a ­
cio uniforme debilmente de dimension finita, existe 
{G^/ IG A } refinamiento uniforme del recubrimiento
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{V ' [ X ] /xeX }. - Asi, para todo X€A, existe x^ E X tal que 
G;)^ C V'[ xxl •- Sea {J^/iSl} con J ^ = { ( i , X )/A^ n G^ / 0 } , una 
particion de J y A,. . . = A . n G para todo (i,X) S j . _  En-
tonces, {A^^ ^ ^ (i ,X ) E J } es un recubrimientd uniforme
de dimension finita de ( X ,1/») por serlo {A^/i^I} y 
{ G , / X g A} i verif icando que A.= _// A para todo
5e define y ^ ^  ^  para todo (i ,X ) S J  por
Vi 31 . 0
veri f icando que y,. E U[ y . } para todo ( i , X ) S j .  y todo 
* ^  ' X '  ^ ^
iEI.- En efecto, si A^^ ^ ^ A A = 0, es evidente que
y.. , 1 = y . E U( y. ] . - Supongamos que A flA / 0, enton-
11 , X / 1 1 t 1 , X /
ces, como V , j „  " O  x, .^ ^  ) con =< < i , j , 6 A ^ , 0 A C
C A ^ n V ' f x ^ j H A ,  se tiene que 4^x^^ = y
i X) ^  ^ 0, lo que impi ica que y ^ ^  ^ ) G U( y J .
Por otro lado, para todo xEA^^  ^^ se verifica que
((>(x)nU'Iy AvI ^ 0 ' - En efecto, si A A A - 0, como
\1»aa (i,A*
y .. 1 1= y . y todo XEA.. .. es un elemento que no pertene
11,"/ 1 I 1,X /
ce a A, se tiene que (J>(x)=S f y por tanto 
4)(x}nU'[y^^ / 0.- Supongamos A^ ^  n a / 0,
G i . i r U y i .  x,' ^
x^A es evidente que (|>(x) A U ' f y  ] / 0 ,  pues 4dx)-S y
• I 1 , X '
f(x^i E s nu' [y^^ x ) ^ ’~ ^ ^ x E A ^ n v ’(x^| ,sf
tiene que fx,x ) E V A ( A X A ) / y tanto
_ f I 1 f A i .
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(f(x),f(x .)=(f(x),y ) e U ' . -  Entonces, como
\i»A/ \lyA)
f ( x ) e u ' [ y ^ ^  y <})(x)= {f (x) } , se tiene que
4» ( X ) n u • [ y ^ ^  ^ ^ J / 0 .
Queda demostrado asi que t A . .,y.. } . . es\ X f A ) I i f A / \ i ; A / ^  J
una selecciôn uniforme para (j) subordinada a la U-seleccion 
uniforme { ,y^ } ^  - Asi, la apiicacion (f* es semi -unifor
memente continua inferiormente. ^
®  La apiicacion (j> definida en el lema anterior, en 
general no es uniformemente continua como lo demuestra el 
siguiente ejemplo.
Ejemplo 1
Sea el espacio uniforme (X ,1P) = { Y ,lL) = ( ) ,
A=(0,1), S=[0,2J, f : A S aplicaciôn uni-
X f { x) =x
formemente continua en ( R,lJL^  ), y (p la a p l i c a ­
ciôn multivoca de R en R definida por 
: R + 2^ C 2
( {f (x )} si xeA 
X " +<*'-} s si x?A
Por el lema anterior ,4» es semi-uniformemente 
continua inferiormente y en particular c- s e ­
mi -uniformemente continua inferiormente.- Bin 
embargo, dicha aplicaciôn no es uniformemente 
cont i n u a .-
Sea U=B^= {(x,y )6Rx R/(x-y) y
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(V lG<t)(x) " 4>(y ) n u{ 1] / 0
V - ^ ( x , y ) e R x R | y  ^ . - E l  subcon-
VI 'E$(y) " *(x) n U ( 1 1 / 0 
junto no pertenece a^^.- En efecto:
a^ ) Si x,yeA 6 x e y?A, entonces . - Si x,yEA y
( X , y ) E U , como i(i( x ) = (x} y 4i(y) = {y}, si lE$(x) se tiene que 
4>(y ) n U [ 1] = { y } n U [ x ]  / 0 y para todo l'E(|)(y),
(j)(x) fi U [ 1 '] / 0. Por tanto UEV^ y V^E}j^. - Si (x,y)EU y
X  e y no pertenecen a A como, 4) (x ) = <))( y ) =[ O , 2] , se verifica 
trivialmente que
a^ ) Sean x e y con xEA e y^A 6 x^EA e y*=A.- En 
ambos casos V « - Si xGA e y ^ ,  se tiene que 4>(y)=(0,2) 
y existe 2 E 4>(y) tal que 4*( x ) n U 12 ] = (x) n (2 -%, 2 +%) =
= tx} n = 0.- De forma anâloga se razona si x9A e
yeA. -
Asi, la aplicaciôn 4> no es uniformemente continua. □  
Teorema 5
Sea (X,"V*) un espacio uniforme debilmente de
dimension finita (en particular A d (X ,V) ( n),
(Y,TJÎ un espacio vectorial localmente c o nve­
xo, A un subconjunto de X, S un subconjunto 
de Y cerrado, acotado, convexo, complète y 
metrizable y f : A -v S una aplicaciôn uniforme
mente continua de (A.'V’I  ^ ) en
A x A
( S ,ll,| ^ ^ ^ - Entonces, existe una aplica­




Es consecuencia inmediata del lema anterior 
y del teorema 3. ^
Corolario
Sea X un espacio compacto y regular, (compac­
te y T^), A un subconjunto de X, ( Y ,1i) espa­
cio vectorial topologico localmente convexo,
S un subconjunto de Y cerrado, acotado, c on­
vexo, complète y metrizable y f:A S una apl^ 
caciôn uniformemente c o n t i n u a .- Entonces, 
existe una aplicaciôn f uniformemente c o nti­
nua que extiende a f. D
(fi) Este resultado es falso, en general, si se supone 
f continua en lugar de uniformemente continua.- Continua 
siendo cierto con f continua,si sobre A se hace la hipôte 
sis de ser un subconjunto cerrado.
Sea S un subconjunto convexo y cerrado de un espacio 
de Banach E .- Entonces, si S ademâs està acotado, es un 
extensor absolute uniforme de la clase de los espacios uni^ 
formes de dimension finita.- La hipôtesis de ser S acota­
do, se puede rebajar si la extension de f se hace a un en 
torno U de A en ( X ,'V) por el corolario 1 - pag. 750 - ON 
SELECTION AND EXTENSION OF UNIFORMLY CONTINUOUS MAPPINGS- 
G.M. NEPOMNJASCII. En nuestras hipôtesis, tampoco se p u e ­
de prescindir de ser S un subconjunto acotado, pues exis­
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te (X,'Y>) espacio uniforme debilmente de dimension finita,
( Y ,lL) espacio vectorial topologico localmente convexo, S 
subconjunto de Y convexo, complète, cerrado y met ri zab J.e^  y 
<j) una aplicaciôn multivoca de X en Y c-semi - uni formemen te 
continua inferiormente,para lo cual no existe una s e l e c ­
ciôn uniformemente continua.
Ejemplo 2
Sea (X,'V*) = (R  ,\L ) espacio uniforme de-
bilmente de dimensiôn finita, ( Y - ( R ^  ) es
u —
pacio localmente convexo, S=R subconjunto de 
R convexo, c o m p l e t o , cerrado y metrizable pe- 
ro no acotado,y ô una aplicaciôn multivoca de 
R^ en R definida p or 4» : R^ 2 ^  . - La
X  4>( x  ) =[ X ^  , ->• ) 
aplicaciôn 4> c-semi -uni formemente continua
inferiormente, pero no admite una selecciôn 
uniformemente continua.
La aplicaciôn 4> no es uniformemente continua, 
pues para U = B^ = {( x ,y ) E R xR/|x-y | < 1} , el elemento
I
/V l E * ( x )  " 4)(y) n  1 1 / 0
(x,y )ER^x R y
I V 1 ’Eô(y) " 4>(x) n B^[ 1 '1 / 0
= {( X ,y )E R^x R / I x^-y^ | < 1 } = {( x ,y ) e R^x R^/|(x,y)| (x+y)< l}
no pertenece a Ij, .
R"^ X R^
Por otro lado, 4> es una aplicaciôn c-semi-uniformemen
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te continua inferiormente por el corolario de la proposi-
ciôn 12 §3; sin embargo, para esta apiicacion 4> no existe
una apiicacion f ; R uniformemente continua tal que
f(x) S 4>(x) para todo x E X . - En efecto, supongamos que exi^
te f ; R^ -*■ R uniformemente continua tal que f ( x ) € [ x ^ ,  + )
2
para todo xEX.- Entonces, f(x) i x  para todo xeX, y por 
tanto no existen constantes positivas a y b taies que 
jf(x)I < a | x ] + b , l o  que implica que no existe una aplicaciôn 
f : R^ -f R uniformemente continua de (R^,U 1 ) en
U. I 4- +
2 ' R x R
( R,U^) tal que f ( x ) i  x para todo x S R  por el problema 75, 
pag» 19 - PROBLEMES DE TOPOLOGIE - J. CHAILLOU y J. HENRY, 
Por tanto, para esta aplicaciôn multivoca (J) que es c - s e ­
mi-uni formemente continua in f e r i o r m e n t e ,existe una a p l i c a ­
ciôn uniformemente continua verif icando que f(x)EÔ(x) para 
todo X e R . ^
(1) Por U[x| se nota ei conjunto {x'S X / ( x , x ' )€ u}.
(2) Las definiciones de espacio uniforme de dimensiôn fini 
ta y debilmente de dimensiôn finita se han tomado de 
J. ISBELL - ON FINITE - DIMENSIONAL UNIFORM SPACES.
(3) Un ejemplo de espacio vectorial topologico localmente
convexo T no es metrizable con una norma continua se 
2
puede encontrar en el Capitulo III, pag. 64, de "THÉO­
RIE DES DISTRIBUTIONS" L. SCHWARTZ.
(4) A CEst(C,W') C Es t ( Es t ( B , W ' ) , W ' ) G Est(B,W) ya que si
6U
xeu'[yl, t€U'[y] A(j'[z] y a6 U'[z]nB, se tiene que 
aEU[x] A B pues ( x , a ) = ( x , y )(y,t){t,z)(z,a)EU'.U '.U '.U'G 
C U y â e B .- Por un razohamiento anaiogo se demuestra 
que B C E s t ( C , W  ) C Est(Est(A,W' ) C E s t ( A , W ) .
(5) 0^ tiene por base vB^={V^/VE B(e)} pues 19 ) A G
para todo V E E(e ) ya qué para todo x^X como x.x  ^=
= e^V se tiene que ( x , x ) E  2^) ( V  A u ) ^  E
3) Para todo V sea U=V p) V  ^, entonces se verifica que 
C 4 9 ) si u es tal que U . U C V ,  se tiene que
(6 ) f^(x) - f^(x)= ^ p .(x) (y\-y.) pertenece a para
2
todo xEX, pues y^-y^ E porque U ^ para
todo iEI^ y todo jEI^ ya que estA
subordlnada a ,ï p t ( x ) - l  y W,
2 J i 2 J 1
c o n v e x o .
(7) Que para todo nEN-{l} f ( x ) e U [ ( <j> ( x )] , implica que
n n
4»(x) A  ^ {f^(x)l / 0.- En efecto, como
f (x) E U ^  [ 4)(x)j , se ' ver if ica que ( f ^  ( x ) , y ) E para 
algûn yE(J)(x).- Por tanto yE<j>(x)Au^ {f^(x)l , de d o n ­
de 4>(x) A U  {f (x)l / 0. 
n -1 n
(8 ) PoT' ser {«j)(x)/xEXi equimetrizable por med i o de IL ,
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(4)(x) X < J ) ( x ) ) n U ^ c U  y
(J) (x)x(j) (x) C  [,j)(x)x4)( x)] nu C[4»(x) xô( X )1 nu . - En efecvï"^ d n "t" & n
to, si (z,t)E(j> (x)x(|i (x), como 4> (x) =
n +2 n +2 n +2
= <l>(x) (3 U , [f ^(x)], se tiene que ( z , t )E ô( x )x4*(x) 
n +1 n +2
y (z,t) puea Y
t e U . (f „(x)l Por tanto, 
n +1 n +2
( z , t ) € ( 4>(x) X (j)(x)[ n u  c (4>(x) X <)>(x)] nu.
(9) Si yes ^entonces U ={xGX/4>(x) nufyl / 0l’=
-1 y -1
= (X-A) uuf (U(yl).- En efecto, si xE ( X-A ) U f (U[y]),
-1
se tiene que xEX-A o xEf ( U( y ) ) . - Cuando xEX-A es
trivial que x ^  ,pues como $(x)=S se verifica que
yE(f)(x)nU[yl.- Si x E f (U[y|) y x # X - A , como xEa se 
tiene que (}>( x ) = {f ( x ) } y f ( x ) E U ( y j . -  Asi, 
f(x) g (|)( X  ) n U[yl y por tanto xEU^.- Reciprocamente : 
Sea xgUy, entonces se verifica que <J)(x) f U [yl / 0.- 
Si xEX-A es trivial que U^ C(X-A) L>f ^(lj[yl ).- S u p o n ­
gamos x E A , entonces como 4>(x)={f(x)} CU[yj  ^ se tiene 





5ELECCI0NES UNIFORMEMENTE CONTINUAS EN ESPACIOS UNIFORMES DE DI­
MENSION CERO
Lema 1
Sea (X,"Y*) un espacio uniforme de dimension ce^ 
ro (1), (Y,d) un espacio métrico completo,y Ô
una aplicaciôn multivoca de X en Y semi-uni- 
formemente continua inferiormente.- Entonces:
a) Para todo UelL , existe una U-Selecciôn uni 
forme para 4> tal que A^n&^^ = 0
para todo 1.^1'El si i / i'.
b) La aplicaciôn f:X Y
X -+ f(x)=y^ si xEA^
es uni formemente continua de ( X ,1P) en 
(Y.U^).
Demos traciôn
(a) Para todo UeIi^  , como () es semi-uni formemen te 
continua inferiormente, existe  ^^  j 'Yj ^  j Ej ^ “Selecciôn uni forme 
para 4*.- Como {B./jSJ} es un recubrimi ento uniforme de (X,T) es
J
pacio uniforme de dimensiôn cero, existe lA^/iEl) refinamiento
de { B . / j S J  } tal que A^ n  ^ = 0 para todo i,i'SI.- Luego, para
todo i El existe j EU tal que A^ C B ^ .- Para todo iEI, tomamos
y =y . si A^ C B j .- Entonces, es una U-Selecciôn u n i ­
forme para <j>, pues (A^/iEI} es un recubrimi ento uniforme de d i ­
mensiôn finita (X ,7/5) y para todo xEA^ se verifica que 
Ô(x) nU[y^I / 0, porque ô(x) d U [yi] = (J)( x ) nu[y^] / 0,ya que
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x Ea . c  b . . - 
1 J
(b) La aplicaciôn f estâ bien d e f inida^pues para
todo xEX existe un ünico i El tal que xEA. Ademâs, f es unifor
■1 —
memente continua.- En efecto, para todo UEl^ como {A^/iEi} es 
un recubrimiento uniforme, existe VEAb tal que {V[x]/xEx} es un 
refinamiento de (A^/i El}.- Entonces, para todo (x,y)EV se tiene 
que f(x)=f(y)=y^ porque existe iel tal que y^V[x)CA^, por tanto 
(fxf) (V) C U  de donde f es uniformemente continua.- □
Lema 2
Sea ( X ,ip) un espacio uniforme de dimensiôn ce 
r o , (Y,d) espacio métrico completo, <)> una
aplicaciôn multivoca de X en Y semi-uniforme­
mente continua, {A^  ^, y^ }^ una U-Selecciôn 
uniforme para 4 ,tal que A^ n A^  ^, = 0  para todo 
i,i'Ei si i / i ' ,y U'E*!]^ con U'.U'CU.- E n t o n ­
ces, existe {A".,y".} U '-Selecciôn unifor-
J J J
me para (j> subordinada a {A^  ^'yq^ verifican- 
do que A"jOA"^ , = 0  para todo si j / j ' .
Demostraciôn
Como 4* es semi -uni formemente continua infe­
riormente, dada la U-Selecciôn uniforme para 4* { A y ^   ^ , e x i s ­
te una U'-Selecciôn uniforme para 4> ^ K  a
ella.- Por ser {A^J k EK } recubrimie ito uniforme de ( X ,"V)) e s p a ­
cio uniforme de dimensiôn cero, existe {A'.'/j^j} refinamiento de 
él de elementos disjuntos dos a dos.- Asi, para todo jEJ e x i s ­
ten kEK e iEl tal que A',' C A C A^ . - Si para todo j EJ se define
y'.'-y ' si A',' C A ' , es claro que { A'.' , y } . g . es una U ' -Selecciôn
J b t] X J J J
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uniforme para 4* subordinada a {A^ , y ^ ^  i Ej ,^eri f icando que 
A ”^ O A ”^, ~ ^ paca todo si j/j'. □
Teorema 3 _
Sea (Xf'V)) ün espacio uniforme de dimension ce^  
ro , ( Y, d ) espacio seudométrico completo, 4* una
apiicacion multivoca de X en Y semi-uniforme­
mente continua inferiormente  ^ y 4*(x) un subcon 
junto cerrado en (Y ,T ).- Entonces, existe
una aplicaciôn f de X en Y uniformemente con­
tinua tal que f(x)e^(x) para todo x E X . -
Demostraciôn
Por ser la aplicaciôn <^:X -*■ 2^ semi-uni forme­
mente c o n t i n u a , para todo n existe una By^-selecciôn uniforme­
mente para 4> (A^,y^ ^onde {A^/yEl} por el lema l-(a) es un
recubrimiento uniforme de (x,V) de elementos disjuntos dos a 
dos. - Se define una aplicaciôn f :X y
X f (x)=y. si x<=A,
n 1 1
que es uniformemente continua de ( X ,3/3) en ( Y , ) por el lema
l-(b).- Por otro lado, como para todo xEX existe un ûnico iEI
tal que xSA^, se verifica que 4>( x ) n B^^ [ f^( x )) = 4K x ) n By^, [ y M /)Zf
y por tanto f (x) S B, ^  I ^ ) I para todo xGX.
n 4
Como Byn + i . Byp+1 ^ Byn y 4* semi-uniformemente continua
inferiormente, por el lema 2 existe una By-^j^-selecciôn u nifor­
me para 4>, {A ' . ,y ' . J con A ' . A ' . , =0 si j /j ’ subordinada a 
—  . J •] J ^  3 ■)
lA^ ' i gl ' " ^n+1 apli < âc:ién definida por-
fn.l'X "Y
X f ( X ) =V ! . si X E A  '
n+1 . ,1 ' V  j
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Por UT) razonamiento anaiogo al hecho sobre f , se tiene que f
n n+1
es uniformemente continua y f ( x ) E By^+i [ )) para todo xEx.
Ademâs, como para todo xEX existen j EJ e iSl taies que x^A' .Ca . ,
se verifica que f (x)=y'. E [ y.] =B, [f (x)l^y por tanto
n+1. 3 ^ i / ^ n
d(f ,(x), f (xj)<— i- para todo x . - 
n +1 n „n
2
Partiendo de n=l y procediendo por induccion, se tiene una su 
cesiôn (f / n E N } de aplicaciones de X en Y taies que
i) Para todo n , f es uniformemente continua
ii) Para todo n y todo xEX, f^(x)C [ (j> ( x ) 1
iii) Para todo n y todo x 6X, d(f (x), f (x))< —
n n +1 ^n
La sucesiôn (f^(x)/nEN} para todo xEX, es una sucesiôn de 
Cauchy como se dudece de la condiciôn iii) que es convergente 
p o r  ser ( Y,d) espacio c o m p l e t o .- Entonces, la aplicaciôn f d e f i ­
nida por f(x)=iim{f (x)} para todo xEX,es uniformemente continua 
n
(2 )^y como es un subconjunto cerrado para todo x, se tiene
que f(x) E 4>(x) para todo xEX (3).
Teorema 4
Sea (X ,1/3) un espacio uniforme de dimensiôn ce­
ro, ( Y , 11) espacio uniforme^ y <J> una aplicaciôn 
multivoca de X en Y semi-uniformemente c o n t i ­
nua inferiormente tal que 4>(x) es un subconjun 
to de Y completo para todo xEx,y la familia 
{4>(x)/xEX} equimetrizable uniformemente por me 
dio de Oi. Entonces, existe una aplicaciôn f 
de X en Y uniformemente continua tal que
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f{x)E^(x) para todo x6 X .
Demost rac ion
Sea {ij /hEn} una sucesiôn de elementos de IL 
n
que son base de una uniformidad menos fina que 11 y verifican
do que para todo n , U es simétrico y U . U - Por ser
n n +1 n +1 n
4» una aplicaciôn semi-uni formemen te continua inferiormente y
(X,"VÎ un espacio uniforme de dimensiôn cero, existe por el lema
1 1  1 1
l-(a) una U^-selecciôn uniforme para 4> (A^, A^ n A^,=0
si i / i ' i ,i 'E l .- Por otro lado, la aplicaciôn
f^:X -+ Y
X -+ f ^ ( X ) =y^ si xQV^ que es Uniformemente conti­
nua por el lema l-(b), verifica que f ( x ) EU ( 4» ( 3^ ) 1 para todo
1
x g X .- En efecto, para todo x E X , como existe iEI tal que x E  a ^ , 
se verifica que 4>(x) f U^ [yj^ ] / 0 , por tanto existe z E 4( x )f*U^l yjl = 
= $(x) '~*U^[f^(x)I de donde se deduce que f ^ ( x ) =y E U ^ ( 4’(x)I p a ­
ra todo x ^ X . —
Como 4> es semi-uni formemente continua inferiormente y U^
tal que U . U C U  , por el lema 2 existe {A.,y,} U -se-2 2 1 , J J 2
/ 0lecciôn uniforme para <p subordinada a { A^  ^,y!" con A^ha^^
si j / j '  y j , j ' S J . -  Sea f^ la aplicaciôn definida por 
f^:X + Y
X -+ f^fx) = y^ si x Ea ^.-P ot’ un razonamiento anâlogo al hecho
sobre f ^ , se tiene que f^ es uniformemente continua y
f ( x ) E  U [4>(x)] para todo xSX.- Por otro lado, como para todo 
2 2 2 1 2  1 
xEX existen j E J  e i taies que xEA . CA. e y. E U ^ [  y.| , se
2 1 J  ^ J i
verifica que (f^(x), f^(x)) - U^ para todo xEX.
Procediendo por induccion, se tiene una sucesiôn {f /nEw) 
de aplicaciones uniformemente continuas de (X.V») en (Y,11) ta-
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les que para todo y todo n se verifica que f ^ ( x ) E  [ (|)( x ))
y (f ,(x), f ( X ) )E u , lo que implica que <t>(x)nu ff (x)] / 0  
n + l n n n -1 n
para todo x G ( .- Asi, para todo n^N se define una aplicaciôn m u l ­
tivoca A * para n=l 4> = ô y pa r a  n > 1 <J> ( x ) = 4>(x)G>(j [ * ( x )]
n 1 n n -1 n
Para todo xEX y todo n , los elementos de la sucesiôn (ô /nEN} ve^
ri fi can que é ( x ) G 4* ( x ) y <t> (x) C 4>(x).- Ademâs (x) /nEN} es
n+1 n n n
base de filtro de Cauchy en 4*(x).- Como 4>(x) es completo, pa­
ra todo x ÔC existe f(x) EL i m  siendo f uni formemente continua 
y verif icando que f(x)E 4)(x) para todo xEX.- [DEMOSTRACION ANALü
GA A LA DEL TEOREMA 2 - §4 - CAPITULO III. □
Corolario 1
Sea (X,"V^ un espacio uniforme de dimensiôn ce ­
ro , ( Y, un espacio uniforme metrizable ,y 4>
una aplicaciôn multivoca de X en Y semi-unifor 
memente continua inferiormente tal que ô(x) es 
un subconjunto de Y completo para todo x E X .- 
Entonces, existe una aplicaciôn f u n i f ormemen­
te continua tal que f ( x ) E 4,( x ) para todo xEX.-
Demostraciôn
Es consecuencia del teorema anterior y d e 1 h e ­
cho que cualquier familia "H de p(Y) es uniformemente equimetriza 
ble por medio de
®  Este resultado también se puede demostrar sin hacer uso 
del teorema anterior.- Como ( Y ,11) es un espacio metrizable, se 
puede hacer una demostraciôn anâloga a la del Teorema 3 usando 
técnicas aplicables cuando ( Y ,'li) es metrizable  ^ pero no cuando se 
considéré {4>(x)/xEX} familia equimetrizable uniformemente por me
7.2
dio de 11 pero (Y,'U) no metrizable.
Corolario 2
Sea G un grupo topologico metrizable, H un sub 
grupo completo de G tal que G/H es un espacio 
uniforme de dimensiôn cero y 4:G/H -► 2*^  la
a plicaciôn definida por <^(x)=u (x).- E n t o n ­
ces, existe una aplicaciôn f de G/H en G u n i ­
formemente continua tal que f(x)Eô(x) para to 
do xgG/H.
Demostraciôn
Es consecuencia del teorema a n t e r i o r , del 
Ejemplo 2 y la Proposiciôn 13 del pàrrafo 3 del capitulo II. O
Todos los resultados de este capitulo se han obtenida en 
espacios uniformes de dimensiôn cero.- Esta hipôtesis no se pue 
de sustituir por ser espacio topologico de dimensiôn cero.-
Ejemplo 1
Sean los grupos topolôgicos (R,+) y (S^,.), 
q el conjunto de los numéros racicnales y
= expj^(Q).- Consideremos X=Sg e Y=Q.- En­
tonces, existen una familia de subconjunto 
completos de Y y una aplicaciôn 4» semi -uni for 
memente continua inferiormente,para la que no 
existe una selecciôn uniformemente continua.
Demostraciôn
Consideremos (R,+) y (S^,.) con la uniformi­
dad de grupo topologico y el homomorfismo continue y por tanto
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uniformemente continue definido por exp : R-+S^
, , 2 TTix
X -*■ exp ( X ) =e
Sea (Q,+) el subgrupo de (R,+) con la uniformidad inducida y
1 1 
y ( , .) el subgrupo de (S ,.) que tiene como uniformidad inducf
da la de grupo topologico l Capitulo III-GROUPS TOPOLO-BOURBAK i].
Sea 4> la aplicaciôn multivoca de S^ en Q defi^ 
nida por (p: S ^ -+2 ^
X 4i(x)=exp ^(x) que es semicontinua inferiormen 
te (Ejemplo 1-2*- pàg. 362, CONTINUOUS SELECTION-I - E. M I ­
CHAEL} . Como es un espacio perfectamente de dimensiôn cero,
Q un espacio metrizable y #(x) un subconjunto completo, existe 
una aplicaciôn f ; S ^ -+Q continua tal que f(x)e<|)(x) para todo 
xeS^ [Teorema 1 - pâg. 1400 - ON CONTINUOUS SELECTIONS IN UNI­
FORM SPACES - B.A. G E I L E R ] .
Por otro lado, la aplicaciôn ô es semi-uniformemente cont^ 
nua inferiormente por el Ejemplo 2 - §3 del Capitulo II, y sin 
embargo para dicha aplicaciôn no existe una selecciôn uniforme 
mente continua.
Es claro que el espacio S^, que como espacio topologico
tiene dimensiôn cero ,como espacio uniforme tiene dimensiôn uno
porque es un subespacio de S^ que es de dimensiôn uno y ser la
coinplecciôn de S^ el espacio S^.- Entonces, como S^^ = S^ 1 Teore 
Q Q —
ma 3 - 1 , pâg. 452 - UNIFORM SPACES - M. BAHAUDDIN y J .THOMASl 
se verifica que H ^ (5^)=H ^ (S ^ )-Z siendo H^fS^) homologia de 
Cech uniforme de S^ (r e s p e c t i v a m e n t e , H^(S^) de S ^ ) que por 
ser compacto es la homologia de Cech como espacio topolôgico.
Supongamos que existe una aplicaciôn f : S^ 0 u n i f o r m e m e n ­
te continua tal que exp.f=l  ^ .- Entonces, A ( exp . ) . il ( f ) = l y co
SQ
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mo H^(Q)=0 (Teorema 4-1 - pàg. 453 - UNIFORM S P A C E S - M .BAHAU- 
DDIN y J. THOMAS] ,tendriamos que
 - H ^ Q ) — ------ ►
n
I o B
Z --------------------   ► Z
lo cual es absurde.- For tante,no existe una aplicacion
u n i f e r m e m e n te continua verificando que f(x)^((»(x) para 
todo xGSg. O
For otro lade, a la categorla de les espacios uniformes 
de dimension cero pertenecen espacios no discretes come lo 
prueba el siguiente ejemplo.
E.jemplo 2
Sea Z el conjunto de les numéros enteros que
con la topologla discreta es un espacio de di_ 
N
mansion cero, y Z el conjunto de las sucesio- 
nes {x^/n€N, x^eZ} con la suma definida per
'’'n>nsN*<»'n’neN‘‘’' n * A > n 6 N ® ^ ” - l=''tonce3, el
grupo topologico (Z*^, + ) es un espacio uni for
me no discrete de dimension cero.
N
En efecto, come (Z ,+) es un grupo topologi­
co, los elementos U de la uniformidad estarân definidos per
/ N
(V /nSN}es un sistema fundamental de entornos de o en Z
N
Considerando la uniformidad producto del espacio Z , se tiene
qu e U = U, x ... X  xTz^ (il
1 n ^ •*
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■ H ( * n ' n € N '  " " V < " n > n e N  ' ' V n V e N  ^ ''n>
con V =G . X  X G. x .^1 ......... ^n^ y U. elemenfco de la
uniformidad asociado a G . j = 1 . . .n
'
N
Enfonces, el grupo ( z  ,  +  ) como espacio uniforme con la un_i
formidad inducida por la estructura de grupo, coincide con el 
N
espacio uniforme (z ,Tj) con la uniformidad producto.
Los espacios Z y X^= Z  ^con la topologla discreta, son
espacios uniformes de dimension cero.- Enfonces, como Z es el
N
limite inverso de los espacios , la $ -dimension de Z es cero 
[Enunciado 32, p à g . 71 - UNIFORM SPACES - J. ISBELL] y por tan- 
to ( z  ,111) es un espacio uniforme de dimension cero [Enunciado 
32 - pâg. 90 - UNIFORM SPACES - J. I S B E L L ] . O
(1) (X,"V^ es un espacio uniforme de dimension cero si para todo 
recubrimi ento uniforme {A./ i d }  de ( X ,"V5) , existe un ref ina­
mi ento de elementos disjuntos dos a dos.
(2) f es uniformemente continua.- En efecto, para G > 0
d(f(x),f(y))< d(f(x),f (x)) + d(f^(x) ,f^(y) ) + d ( f ^ ( y ) , f (y ) )
Como para e > 0  existe n tal que T —^r —  y
i > n 2 ^
d(f (x),f (x)) < y ^ - Tomando limite en kg N tene
i > n =
76
mos que d( fn ( x ) , f ( x ) ) < ^  para todo x€X.- Ademâs^ por ser 
f e uniformemente continua, existe tal que para todo
g
(x,y)eV se tiene que d ( ( x ) , f ^  (y ) ) •< ^. - AsI , para todo G <0
existe Ve"V* tal que para todo (x,y)EV se verifica que 
e e E 
3 ^ 3 ^ 3
d(f(x),f(y)) ^ ^  ^  ^  ,y por tanto f eé uni formemente con
t i n u a .
(3) Evidentemente f(x)g<J>(x) para todo x€X ,pues para todo x€X
existe { x I nO^ 1 c ((K x) tal que d(f (x),x ) < — - Entonces, co 
n I  ^ n n —
mo {f^ (x ) I n^N } converge a f(x) para todo x  ^ y d ( f ( x ) , x^) ^
^ d ( f ( x ) , f ^ ( x ) )  + d(f^(x),x^), se tiene que {x^|neN} conver
ge a f (X ), y por ser (^(x) un subconjunto cerrado se verifica 
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